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出 版 说 明 


如 大 家 所 知 ， 数 学 方法 论 作为 研究 数学 中 的 发 现 、 季 虹 
与 创新 等 法 则 的 一 门 学 间 ， 已 有 很 长 的 历史 ， 而 且 内 容 概 为 
丰富 。16 世 沁 以 来 ， 如 和 卡尔 (Descartes ) 、 莱 市 尼 蓄 
《Leibniz)、 庞 加 莱 (Poincar6)、 克 莱 因 (Klein)、 送 尔 伯 畦 
《Hilbert 和 阿达 玛 (Hadamard) 等 著名 学 者 ， 痢 有 过 这 产 面 
的 论著 和 发 表 过 这 方面 的 精 隐 见解， 就 近 现代 而 言 ， 以 著名 
的 美 籍 匈牙利 数学 家 波 利 亚 (Polya) 为 例 ， 他 曾 以 数 十 年 约 
时 间 从 事 数学 方法 论 的 研究 ， 出 版 了 一 系列 论著 ， 并 被 弃 疙 、 
多 种 文字 ， 受 到 全 世界 的 普遍 重视 ， 该 学 为 第 二 次 世界 大 总 
后 出 现 的 经 典 著作 之 一 。 在 我 国 ， 也 有 许多 学 者 在 各 种 不 同 
的 场合 屡次 指出 ， 要 在 数学 教材 与 教学 过 程 中 ， 注 意 对 弄 成 
数学 概念 的 认识 过 程 的 分 析 ， 努 力 教 给 学 生 以 寻找 真理 三 从 
现 左 理 的 手段 ， 特 别 是 我 国 数学 家 徐 利 治 教授 ， 他 先后 到 过 
苏联 、 联 邦 德 国 、 美 国 、 加 拿 大 和 保加利亚 等 国 进行 学 术 交 
流 ， 结 合 国内 实际 情况 研究 了 世界 阔 学 的 历史 和 现状 ， 深 感 
在 教学 与 科研 领域 中 。 有 大 力 提 旬 数学 方法 论 的 必要 。 在 凶 
的 倡议 下 ， 我 国 一 些 理工 科大 学 和 师范 院 校 相继 开设 了 数学 
方法 论 选 修 课 ， 出 版 界 也 出 版 了 一 些 这 方面 的 专著 和 通俗 法 
物 ， 这 无 颖 是 一 个 令 人 鼓舞 而 又 富 于 开创 性 的 发 展 趋势 。 然 
而 总 的 说 来 ， 在 现今 的 数学 教育 与 数学 教学 过 程 中 ， 主 这 的 
倾向 还 是 偏重 逻辑 黔 维 能 力 的 训练 ， 对 于 如 何 教 给 学 生 以 寻 
我 真理 和 发 现 真 再 的 本 领 下 涉 重 视 ， 在 一 定 程度 上 低估 了 发 


淮 的 训练 在 智力 开发 中 的 作用 ， 以 致 不 能 较 好 地 培养 学 
创造 能 力 。 

上 法 情况 吉明 ， 我 们 仍 需 大 力 提倡 数学 方法 论 的 研究 ， 
并 立 把 数学 方法 论 应 用 到 中 学 与 大 学 的 数学 教育 实践 中 去 。 
时 到 是 ， 我 国 现今 正 处 在 四 个 现代 化 建设 和 数学 教学 改革 的 
新 时 期 ， 这 就 急需 培养 出 一 支 高 水 平 的 、 席 大 的 科技 队伍 ， 
而 之 其 急需 造 葡 一 支 高 水 平 的 、 庞 大 的 数学 教师 队伍 ， 因 为 
这 是 我 国 能 否 建成 科技 大 国 的 关键 。 正 是 为 了 适应 这 一 形势 
的 需要 ， 我 社 自 1986 年 初 就 开始 酝酿 和 筹备 出 版 “数学 方法 
论 欠 书 >( 以 下 简称 丛书)， 并 拟 请 徐 利 治 教授 主持 此 项 工 
作 。 此 举 得 到 了 当时 正在 美国 访问 讲学 的 徐 刊 治 教授 的 先 
同 。 全 国 各 地 的 有 关 专 家 、 教 授 也 很 支持 此 项 工作 ,纷纷 承 
担 < 丛书 > 编 写 任 务 。1987 年 4 月 ， 我 社 与 徐 刊 治 教授 等 充分 
磋商 ， 组 建 了 < 丛书 ?编辑 委员 会 与 特聘 顾问 ， 我 们 深信 ， 在 
《从 书 ? 的 全 体 编 委 的 共同 努力 下 ， 一 定 能 在 高 水 平和 高 质量 
的 基础 上 出 版 好 这 一 套 ¢ 从 书 ), 我 们 也 由 此 而 送 望 ,< 从 书 > 的 
出 版 , 能 在 我 国 数学 教学 改革 和 培养 人 村 的 事业 中 有 所 贡献 。 

《丛书 》 共 分 三 个 档次 ， 除 了 少数 几 本 属于 高 档次 的 专著 
之 外 ， 其 他 两 个 档次 主要 面向 中 学 教师 、 大 专 院 校 学 生 、 研 
究 生 和 一 般 数 学 爱好 者 。 无 疑 ，¢ 俱 书 > 中 的 大 部 分 题材 ， 对 
于 活用 数学 工具 的 科技 工作 者 来 说 也 是 有 启发 性 的 。 

限于 水 平 ,在 从 书 的 编辑 和 出 版 过 程 中 ,难免 会 有 缺点 
和 差异。 热切 希望 数学 教育 界 人 士 和 广大 读者 多 多 批评 指正 。 
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我 国 古 代数 学 思想 方法 ， 源 远 流 长 ， 独 上 其 风格 ， 硕 果 累 
累 ， 成 就 辉煌 。 可 是 关于 中 国 古 代数 学 思想 方法 方面 的 专著 
国内 尚 付 疝 如 。 美 国 克 莱 国 (Klein) 的 《古今 数学 思想 》 是 
1000 多 页 的 大 著 ， 对 中 国 古 代 的 数学 思想 竞 不 置 一 言 。 苏 联 
亚历山大 洛 夫 (AmekcagKpboB) 等 人 写 的 三 卷 本 《数学 它 
的 内 容 、 方 法 和 意义 》 也 只 涉及 只 言 片 语 。 我 早年 有 志 于 数 
学 思想 方法 问题 的 探讨 ， 积 累 了 数 十 万 字 的 笔记 资料 和 手 
稿 ， 惜 乎 “文革 ?中 设 查 抄 ， 已 落 然 无 存 。“ 文 草 ? 期 间 ， 我 在 
劳动 和 病 休 中 又 写 了 30 万 字 的 高 等 数学 思想 方法 论 手 稿 ， 曾 
经 徐 利 治 孝 檬 审 间 ， 承 过 他 提出 许多 宝贵 的 意见 ， 我 深 受 启 
发 和 鼓励 。1982 年 以 来 ， 给 研究 生 讲 授 了 几 痪 数学 方法 论 课 
程 ， 又 积累 了 一 些 资料 ， 去 年 赴 日 本 参加 “中 日 数学 教育 研 
究 会 ”, 我 提出 有 关 ¢ 九 章 算术 的 数学 思想 方法 的 一 份 报告 。 
今春 江苏 教育 出 版 社 委托 徐 利 治 教授 主编 “数学 方法 论 从 
书 ”， 蒙 录 参 与 编 委 会 工作 ， 并 约 我 写 4 中 国 二 代数 学 思想 方 
法 ?一 书 。 我 即 按 出 版 社 和 主编 提出 的 要 求 写 出 该 书 的 提纲 ， 
同 我 的 助手 孙 宏 安 同志 一 道 整理 手稿 ， 进 一 步 核实 资料 ， 见 
经 推 项， 两 男 其 稿 ， 勉 力 完 卷 。 由 于 时 间 和 篇 幅 有 限 ， 更 主 
要 是 我 们 的 水 平 有 限 ， 用 10 万 宝来 概述 中 国 古 代 的 数学 思想 
方法 ， 深 感 力不从心 ， 不 周 和 久 爱 之 处 在 所 难免 ， 欢 迎 批评 
指导 。 愿 这 本 小 册子 起 到 抛 砖 昼 玉 的 作用 ， 如 能 为 继承 和 发 
扬 我 国 古 代数 学 思想 方法 起 一 点 哪怕 是 微不足道 的 作用 ， 就 
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满足 了 我 们 的 愿望 。 

说 向 江苏 教育 出 版 社 和 发 起 数学 方法 论 从 书 的 同志 们 、 
向 主编 徐 利 治 教授 热情 鼓励 并 支持 对 我 国 十 代数 学 思想 方法 
研究 的 精神 表示 钦佩 和 瑞 心 的 感谢 ! 


王 洛 钓 
1987 年 11 月 于 大 连 


= 


绪 论 


我 们 伟大 的 祖国 有 着 光辉 的 历史 、 灿 烂 的 文化 。 

我 国 位 于 北半球 、 亚 洲 东 部 ， 太 平 洋 西岸 ， 东 西 跨越 了 
五 个 时 区 ,南北 横 穿 了 约 50 多 个 纬度 。 我 国 东部 和 东南 部 面临 
着 浩瀚 的 海洋 ， 西 部 晓 昨 着 岗 峨 的 高 山 及 号 称 “ 世 界 屋 脊 ?的 
青藏 高 原 ， 北 部 是 蒙古 高 原 的 芒 赂 和 林海 。 这 些 在 古代 交通 
不 发 达 的 条 件 下 ， 形 成 了 相对 的 封闭 状态 ， 使 我 们 的 祖先 与 
外 界 存 在 着 交往 的 困难 。 因 而 使 我 国 古 代 文 化 ， 在 相当 时 期 
内 保持 着 自己 鲜明 的 特色 。 

中 国 古代 文化 的 特点 ， 与 我 们 的 先 人 进入 文明 时 的 自然 
历史 条 件 有 着 密切 的 关系 ， 在 一 定 程度 上 可 以 说 ， 前 者 就 是 
由 后 者 决定 的 。 

中 国 古 代 文 明 是 一 个 大 河 背 景 下 的 农耕 文明 。 在 我 国 辽 
阀 的 土地 上 ， 大 河 纵 横 ， 河 两 岸 沃野 千里 ， 便 于 农业 的 发 
展 。 中 国 古 代 文 明 最 旺 产 生 于 大 河 ( 黄 河 、 长 江 等 ?流域 的 河 
谷地 带 。 在 农业 经 济 中 水 源 成 为 关键 ， 要 求 有 一 个 凌驾 于 各 
个 部 落 之 上 的 力量 来 协调 水 源 的 使 用 ， 周 期 性 的 洪水 泛滥 又 
使 治水 成 为 沿 河 居民 生死 存亡 的 头 芋 大 事 ,. 治水 要 求全 体 居 
民 的 共同 努力 ， 因 此 就 需要 有 一 个 超 平 各 个 部 落 的 统一 的 意 
志 ， 这 种 实际 需要 实际 上 就 产生 了 特殊 的 结果 。 一 是 使 中 国 
自 进入 文明 起 就 成 为 一 个 大 领土 国家 ， 并 且 形 成 了 集中 的 王 
权 :， 商 代 是 “ 尺 地 莫非 其 有 也 ， 一 民 莫非 其 臣 也 ”(《 备 子 ， 用 
文公 上 3); 周 代 则 是 “ 湾 天 之 下 ， 莫 非 王 土 ， 率 土 之 演 ， 英 
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非 王 臣 ?(4 诗 经 。 小 雅 ， 北山?), 即 主要 生产 资料 (土地 ) 和 主 
要 生产 者 (级 案 ) 都 属于 奴隶 制 国家 所 有 。 商 、 周 已 产生 了 至 
上 的 王权 。 到 了 秦汉 更 形成 一 个 大 一 统 的 中 央 集 权 的 封建 专 
制 主义 国家 。 二 是 使 中 国 早 早 地 进入 了 文中 时 人 一 丰富 人 
的 氏族 血 绿 纽带 尚未 巨 解 时 就 进入 了 奴隶 制 社会 了 。 这 种 血 
缘 纽 带 在 中 国文 明 的 特定 条 件 下 不 但 没有 受到 汗 击 和 削弱 ， 

反省 变 得 极其 稳定 和 强大 ， 在 其 后 的 漫长 历史 进程 中 ， 经 万 
了 各 种 经 济 政治 制 窒 的 变迁 ， 终 奴 素 社 会 和 寺 建 社会 的 数 千 
年 历史 ， 以 血缘 宗法 纽带 为 特色 ， 以 农业 家 庭 小 生产 为 基础 
的 社会 生活 和 社会 结构 少 有 变动 ， 表 现 出 极度 的 稳定 性 利 保 
守 性 。 古 老 的 氏族 社会 的 遗风 余 俗 、 观 念 习惯 长 期 地 保存 、 

积累 下 来 ， 成 为 一 种 极为 强 轩 的 文化 结构 和 心理 力量 立 。 中 
图 古代 文化 就 是 在 这 种 文化 结构 和 心理 力量 中 产生 和 发 展 起 
来 的 。 

”由 于 这 种 文化 结构 和 心理 力量 ， 中 国文 化 发 展 的 民族 连 
续 性 为 世界 上 所 仅见 。 中 国 古 代 有 着 发 达 的 科学 技术 ， 例 如 
举世 闻名 的 四 大 发 明 一 一 造纸 术 ,印刷 术 、 火药 和 指南 针 一 一 
对 人 类 文明 的 发 展 做 出 了 重大 的 贡献 。 数 学 作为 文化 和 科学 
技术 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 在 中 国 古 代 也 取得 了 光辉 的 成 
就 ， 许 多 数学 成 果 具 有 世界 历史 性 的 重大 意义 。 而 且 中 国 古 
代数 学 也 是 在 中 国 古 代 独 特 的 文化 背景 中 产生 和 发 展 的 ， 其 
独特 的 思想 方法 也 是 古代 文化 中 的 珍品 ， 对 现代 数学 的 发 展 
有 着 重要 的 意义 。 本 书 着 重 探讨 中 国 古 代数 学 思想 方法 的 特 
点 。 

中 国 古 代数 学 思想 方法 的 发 展 过 程 是 相当 长 的 。 如 果 从 
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对 数 与 形 的 原始 思维 产生 来 考虑 ， 可 以 追 潮 到 遥远 的 古代 ， 
出 现 比 较 完善 的 十 进位 值 制 记 数 灶 也 有 3000 多 年 了 。 数 学 思 
想 方 法 的 启蒙 时 期 大 约 是 在 春秋 战国 时 代 。 秦 汉 之 际 的 周 
苯 算 经 > 和 t 九 章 算术 3 葛 定 了 中 国 古 代数 学 思想 方法 的 森 础 ， 
尤 共 《 九 章 算术 承前启后， 开辟 了 中 国 古 代数 学 思想 方法 的 
新 纪元 。 由 汉代 经 历 漫长 的 历史 发 展 到 唐 代 的 大 一 统 帝 国 ， 
数学 思想 方法 基本 上 是 对 《 九 章 算术 思想 方法 的 继承 和 发 
展 。 隋 圳 时 期 在 国子监 内 设 “ 算 学 迄 ” ， 立 数学 博士 、 助 教 等 
学 官 、 规 定 : 算 经 十 书 ” 为 教科 书 ， 唐 代 还 在 科举 考试 中 设 
“ 明 算 科 ” ， 这 些 对 数学 教育 的 发 展 、 数 学 科学 的 普及 产生 了 
积极 的 影响 ， 从 而 为 数学 思想 的 发 展 ， 创 造 了 有 利 的 条 件 。 
到 了 宋代 ， 结 合 印刷 术 、 火 药 、 指 南 针 的 发 明和 工商 业 的 大 
发 展 ， 出 现 了 宋 及 元 初 数学 思想 方法 发 展 的 新 阶段 ， 并 在 数 
学 上 取得 了 一 系列 光辉 的 成 就 ， 使 这 一 时 期 的 中 国 数学 ， 达 
到 世界 封建 社会 数学 发 展 的 高 峰 。 其 中 一 些 重要 的 数学 成 
果 ， 要 比 西方 取得 同类 成 果 早 数 百年 。 可 是 ， 好 景 不 长 ， 在 
元 朝 中 叶 ， 宋 元 之 际 达 到 高 度 发 展 的 数学 理论 突然 出 现 停滞 
和 “中 断 ?， 高度 抽 象 的 重要 数学 成 果 渐 次 失传 ， 数 学 转向 了 
适应 商业 发 展 需要 的 以 珠算 为 工具 的 各 种 简单 计算 方 法 方 
面 。 由 于 对 中 国 古 代数 学 这 一 “中 断 ” 的 研究 是 数学 史 以 至 于 
文化 史上 的 一 个 重要 课题 ， 需 要 更 专门 的 探讨 ， 本 书 就 写 到 
14 岂 纪 初 朱 世 杰 的 数学 思想 方法 为 止 ， 关 于 “中 断 ? 及 进一步 
的 问题 留待 以 后 探讨 。 

明 清 两 代 正 是 西方 文艺 复兴 和 资本 主义 社会 发 生 和 发 展 
的 时 期 ， 中 国 却 由 一 个 庞大 的 封建 帝国 渐次 沦 为 一 个 半 殖 民 
地 半封建 的 国家 ， 数 学 大 大 地 落后 了 ， 数 学 思想 方法 也 无 大 
进展 。 新 中 国 成 立 以 后 ， 百 废 俱 兴 ， 数 学 也 取得 了 迅速 的 发 
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展 。 尤 其 是 十 一 届 三 中 全 会 以 来 ， 振 兴 中 华 ， 实 现 网 化 ， 建 
设 富强 、 民 主 、 文 明 的 社会 主义 现代 化 国家 ， 成 为 10 亿 人 民 
的 共同 心愿 。 我 们 完全 相信 ， 在 建设 有 中 国 特色 的 注 会 主义 
宏伟 行动 纲领 的 指引 下 ， 我 国 十 代 的 数学 思想 方法 ， 必 将 发 
扬 光 大 ， 真 正成 为 我 国 和 世界 数学 思想 发 展 的 重要 源泉 ， 把 
现代 数学 思想 方法 的 发 展 推 向 一 个 新 高 峰 。 
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一 肖 老 的 数学 起 想 1 


一 ”古老 的 数学 思想 


中 国 古 代 的 数学 思想 方法 是 扎根 于 十 人 的 社会 实践 之 中 
的 。 中 国 古 代 生 产 方式 的 特点 决定 着 中 国 古 代数 学 思想 方法 
的 特点 ， 特 别 是 生产 实践 起 着 关键 性 的 作用 。 当 然 ， 数 党 思 
. 想 方 法 也 反 过 来 推动 着 生产 和 其 他 社会 实践 的 发 展 。 我 们 来 
考察 中 国 古 代 最 古老 的 数学 思想 。 


1.1 数 和 形 的 原始 思维 


数学 中 最 古老 的 ， 可 以 说 是 原始 的 概念 就 是 ^“ 数 ” (自然 
数 ) 和 * 形 ” (简单 几何 图 形 ) 的 概念 。 它 们 的 形成 和 发 展 也 标 
志 着 数学 思想 方法 的 开端 。 数 和 形 是 反映 现实 世界 的 量 的 关 
系 和 空间 形式 的 “原子 ?和 “细胞 ” ， 由 它们 开始 ， 逐 新 发 展 成 
完善 的 数学 体系 。 实 际 上 ， 其 他 所 有 的 数学 概念 也 确实 是 在 
数 和 形 的 概念 的 基础 上 形成 的 。 因 此 ， 探 讨 人 们 如 何 形成 数 
和 形 的 原始 思维 ， 可 以 作为 探讨 古老 的 数学 思想 的 出 发 点 。 

数学 的 原始 思维 来 源 于 数学 的 对 象 ， 更 确切 地 说 ， 来 源 
于 现实 世界 。 但 是 ， 数 学 的 原始 思维 并 不 是 现成 地 存在 于 现 
实 世 界 中 等 待 我 们 去 了 到来， 自然 界 中 既 没 有 数 也 没有 形 的 概 
念 。 数 和 形 是 人 作为 认识 主体 对 现实 世界 的 反映 ， 是 人 的 思 
维 的 产物 ， 亦 即 “ 思 想 事物 ?。 人 类 是 怎样 反映 外 部 世界 ， 怎 
样 形成 数学 的 原始 思维 的 呢 ? 必须 通过 主体 和 客体 的 联系 环 
节 一 一 人 的 社会 实践 。 就 是 说 ， 数 学 原始 思维 是 产生 于 人 类 


的 实践 活动 中 的 。 

原始 人 的 第 一 项 需要 就 是 谋取 物质 生活 资料 以 使 自己 牛 
在 下 去 玫 延 续 后 代 ， 所 以 人 类 的 生产 活动 是 最 基本 的 实践 活 
动 。 这 -活动 是 向 自然 界 “ 索 取 ? 的 活动 ， 在 这 一 活动 中 ， 人 
们 必须 与 自然 界 进行 交往 ， 在 这 种 交往 中 人 们 才能 认识 自然 
界 的 种 种 性 质 ， 包 括 认识 自然 界 的 量 的 关系 和 空间 形式 ， 经 
过 入 脑 的 能 动 的 认识 活动 ， 便 形成 了 数 党 的 原始 思维 。 

在 探讨 数学 的 原始 思维 时 ， 必 须 顾及 两 个 重要 的 前 提 。 
一 个 前 提 是 人 们 的 实践 活动 使 人 们 对 客观 存在 的 事物 有 了 广 
泛 的 认识 ， 人 们 的 社会 实践 提出 了 认识 数 和 形 的 必要 性 ， 另 
一 个 前 提 是 人 们 有 了 一 定 的 抽象 思维 能 力 ， 能 够 在 改造 世界 
的 实践 活动 中 ， 抽 象 出 数学 的 原始 概念 。 这 两 点 都 是 在 人 们 
的 实践 活动 中 实现 的 。 
”中 国志 人 在 进入 文明 以 前 就 已 经 产生 了 数 和 形 的 原始 思 - 
维 。 考 古 学 上 的 许多 发 现 ， 向 我 们 提供 了 大 量 信息 ， 这 些 信 
息 表明 ， 在 中 国 ， 在 五 六 千年 以 前 的 原始 社会 中 就 产生 了 数 
和 形 的 原始 思维 。 我 们 以 这 些 信息 来 萎 察 中 国 古 人 关于 数 和 
形 的 原始 思维 。 

1. 北 京 人 的 石器 

北京 人 是 旧 石 器 时 代 早期 的 人 类 ， 距 今 约 70 万 年 一 一 20 
万 年 ， 北 京 人 居住 在 北京 周口店 龙骨 山 的 洞穴 中 。 在 北京 人 
的 遗址 中 发 现 了 10 余 万 件 石器 ,其 中 有 砍 研 器 ,尺寸 较 大 ， 有 
刊 遍 器， 有 盘 状 、 直 刃 、 西 刃 、 四 丸 等 多 种 形状 ， 还 有 尖 状 
器 和 雕刻 器 ， 数 量 少 些 ， 但 制作 精细 。 还 发 现 用 来 加 工 石器 
的 石 锤 利 石 砧 。 石 器 的 加 工程 序 和 打 制 方法 比较 固定 ， 反 映 
出 一 定 的 技术 水 平 D。 其 石器 形状 如 图 1.1 所 示 。 
一 而 《十 国 大 百科 全 书 .考古 学 》, 中 国 大 百科 全 书 出 版 社 ;1936 年 ,第 37 页 
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北 南 人 的 石器 
1 盘 并 砍 三 器 2 玫 放 器 3 生性 到 齐 器 4 石 锥 


[1.1 


要 制 成 这 种 种 形状 的 石器 ， 北 京 人 除了 观察 过 大 量 自然 
物 的 形状 、 大 小 外 ， 在 他 们 的 头脑 里 还 一 定 有 着 关于 形 的 其 
种 表象 ， 正 所 这 些 去 象 通过 实践 ， 转 化 为 他 们 制造 出 来 的 各 
种 形状 、 各 种 大 小 的 石器 ， 这 表明 北京 人 对 形 已 有 了 一 些 认 
识 。 

2, 许 家 窗 人 的 石 球 

许 家 窗 人 ， 发 现 于 山西 省 阳 高 县 许 家 窑 村 和 河北 省 阻 原 
县 侯 家 窒 村 之 间 , 距 今 约 10 万 年 。 在 遗址 中 发 现 石 制 品 14000 
余 件 ， 且 20% 为 石器 ， 其 中 石 球 达 1074 个 ， 数 量 之 多 ， 为 世 
界 所 仅见 。 石 球 中 最 大 的 直径 超过 100 毫 米 ， 重 量 超 过 1500 
克 ， 最 小 的 直径 在 50 毫 米 以 下 ， 重 量 不 到 50 克 。 其 中 既 有 人 制 
作 得 滚圆 的 成 品 ， 又 有 半 成 晶 和 毛坯 ， 从 中 可 以 清楚 好 看 到 
制作 石 球 的 全 部 工艺 过 程 了 。 据 推测 ， 石 球 是 一 种 狩 弄 工 
具 。 


~. 
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这 样 大 量 而 集中 地 制造 行 坏 ， 说 明了 当时 人 们 在 制造 下 
具 的 社会 实践 中 产生 了 对 “球形 ” 的 进一步 的 认识 。 

5, 山顶 洞 人 的 骨 针 和 骨 管 

山顶 润 人 发现 于 北京 周 日 店 龙 和 山 的 出 顶 洞穴 中 ， 即 
曲 住 于 北京 人 遗 直 的 上 方 ， 距 仿 约 18000 年 ) 的 章 下 中 出 二 
器 25 件 ， 还 出 圭一 侈 精致 的 骨 针 ， 磨 得 很 贺 ， 呈 较 规 则 的 加 
柱状 (图 1.2)。 此 外 ， 还 出 土 2000 多 件 用 砾石 和 动物 骨 赂 、 
政 上 大、 海 蜡 这 等 制 成 的 各 种 形状 的 装饰 物 。 其 中 有 四 只 肯 
答 ， 刻 着 大 小 不 等 的 郁 口 (如 图 1.3 所 示 )。 骨 管 上 的 次 口 ,最 
少 有 两 种 解释 。 一 种 认为 ， 可 能 是 记事 的 符号 ， 大 事 刻 大 溶 
口 ， 放 各 的 排列 顺 诬 ， 雪 示 事 件 发 全 的 怖 序 ， 另 一 种 认为， 
可 能 是 数 举 记号 ， 小 挫 中 玉 水 一 个 种 位， 大 座 辣 吏 直 19 全 
人 位。 这 表明 山顶 洞 人 已 上 共有 十 进 制 的 思想 或 磊 序 的 思想 
他 们 已 能 区 分 前 后 ， 识 别 简单 的 数 且 了 。 


也 李 迪 : 《中国 数学 史 简 篇 》， 过 宁 人 民 测 版 社 ， 1985 年 ， 第 5 一 8 页， 
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4. 仰韶 文化 的 数 、 形 观念 

仰韶 文化 《〈 中 国 黄河 中 游 地 区 的 新 石器 时 期 文化 ， 因 最 
嘲 发 据 的 河南 省 温 池 县 仰 衣 村 遗址 而 得 名) 的 遗址 现 已 发 现 
1000 多 处 ， 其 中 大 规模 发 拨 的 典型 遗址 有 10 余 处 ， 年 代 约 在 
公元 前 5000 一 前 3000 年 之 间 。 遗 物 中 的 石器 已 有 十 分 规则 
的 形状 ， 表 明 当时 的 人 类 已 经 有 了 “对 称 ”、“ 平 行 "” 、“ 等 距 ” 
等 抽象 的 观念 。 

仰韶 文化 时 期 还 发 明了 陶器 。 这 是 人 类 工具 制造 史上 的 
一 次 重要 的 飞跃 ， 表 明 人 的 生产 力 有 了 很 大 的 提高 ， 也 表明 
人 的 思维 能 力 有 了 巨大 的 发 展 。 要 用 一 些 形状 不 固定 的 泥 
土 制 成 具有 某 种 形状 、 一 定 大 小 的 陶器 就 一 定 要 在 头脑 中 先 
有 一 个 “ 形 ? 的 表象 。 人 们 制造 的 陶器 都 有 比较 规则 的 几何 形 
状 ， 它 们 实际 上 都 可 以 看 作 是 人 们 的 “几何 图 形 ? 观 念 的 实物 
模型 。 仰 韶 文 化 中 的 陶器 有 各 种 各 样 的 形状 和 大小， 说 明 当 
了 时 的 人 已 经 上 共有 了 多 种 几何 图 形 的 观念 了 ( 见 图 1.4)。 
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人 党 文化 的 一 大 特点 ， 是 制 成 了 彩 购 ， 因 此 有 时 也 称 为 
彩陶 文化 。 彩 陶 .上 一 般 都 给 有 图 案 。 例 如 动物 图 案 或 “几何 
纹 ” 图 案 ( 见 图 1.5)， 这 是 一 种 真正 的 儿 何 图 形 ， 它 表明 人 们 
也 由 现实 的 物体 的 形状 、 大 小 中 抽象 出 其 集合 的 类 的 特点 ， 
形成 节庆 "的 概 爹 。 

半 坡 遗 王 (陕西 省 西安 市 东 郊 于 坡 村 出 土 , 距 今 约 7000 一 
6000 年 ， 也 属于 仰韶 文 化 系统 ) 出 土 一 种 哆 器 ， 是 用 来 师 水 
加 热 食 物 的 ， 在 其 底部 有 排列 尾 放 的 润 眼 ， 这 些 洞 腿 呈 正二 
角形 ， 共 分 九 层 ， 开 始 是 一 个 傈 ， 然 后 每 层 递增 一 个 润 ， 按 
导数 下 去 ， 正 好 是 1，2，3，4，5，6，7，8，9， 
妃 个 数目 (如 图 1.6 御 去》 表明 当时 已 有 了 关于 这 些 数 的 妆 步 
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观念 。 六 坡 还 出 土 一 个 画 有 鱼网 的 陶 碗 ， 网 绳 纵 横 都 是 10 
条 ， 表 明 人 们 已 有 了 十 进位 数 制 的 思想 。 同 时 ， 在 半 坡 出 土 
的 陶器 上 已 发 现 许 多 肇 符 ， 人 们 认为 其 中 包括 了 一 些 数字 ， 
例如 *x?(05)“AN 人 >? (6) “+2(07)、“)(2(8)、“127(010)、 
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“上 1?(20) 等 1。 与 半 坡 文化 时 期 相近 的 陕西 姜 塞 起 引出 土 的 
陶 跨 上 也 有 类 似 的 刻 符 > 。 这 些 已 是 “ 商 正 的 数字， 说 明 当 
时 的 大 类 已 形成 了 初步 的 数 的 概念 。 

由 上 述 可 知 ， 中 国 古 人 对 数 与 形 的 原始 思维 都 是 在 原始 
社会 中 实现 的 。 在 这 些 原始 思维 中 不 仅 形 成 了 数 和 形 的 概 
念 ， 而 且 产 生 了 十 进位 的 思想 ， 这 可 以 说 是 十 进位 值 制 的 先 
导 。 由 此 开始 了 中 国 吉 代 数学 的 发 展 历 促 ， 辐 时 ， 也 开始 了 
中 国 古 代数 学 思想 方法 的 发 展 。 


1.2 甲骨 文 与 十 进位 值 制 记 数 法 


甲骨 文 是 商 周 时 代 刻 在 龟甲 和 党 骨 上 的 文字 ， 最 早 在 河 
南安 阳 市 北 小 屯 村 的 股 超出 七 ， 属 于 大 约 公元 前 14 世 纪 一 
前 11 世 纪 的 文物 。 现 在 出 土 的 刻字 甲骨 已 有 15 万 余 片 ， 甲 骨 
单字 已 有 4500 个 ， 其 中 已 辨认 了 2000 余 字 。1976 年 ， 在 陕西 
周 原 等 地 也 发 现 了 西周 早期 的 甲骨 1700 多 片 ， 刻 有 文字 的 有 
190 余 片 。 甲 骨 文 中 有 着 关于 中 国 古 代 十 进位 值 制 记 数 法 的 
雏形 。 

1. 甲骨 文 数字 

如 1.1 节 所 述 ， 在 仰韶 文化 中 就 已 产生 了 十 进位 数 制 的 
思想 ， 并 创造 了 一 些 数 字 。 在 甲骨 文中 十 进位 值 制 记 数 法 正 
式 完 成 ， 已 出 土 的 甲骨 文中 找到 了 完整 的 记录 。 

一 片 甲骨 ( 见 图 1.7) 上 记 有 1 至 9 九 个 数字 。 其 他 甲骨 
文中 也 多 次 出 现 数字 ， 除 了 个 位 数字 外 ， 还 有 更 高 级 的 单位 
”加 王 未 使:“ 关 中 地 区 多 名 文化 刻 划 符号 半 述 >， 载 考古 与 文物 ”1980 


年 ， 第 3 期 。 
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数 十 、 百 、 千 ， 万 等 ， 甲 骨 由 文中 已 发 现 的 最 大 的 数 是 3 ; 
这 已 经 不 是 单纯 的 计 禾 折 能 达到 的 了 ， 它 是 确定 的 记 数 法 的 
产物 。 

甲骨 数字 如 图 1.8 所 示 ， 其 中 20，30,……: ，200，300， 
， 等 等 不 是 个 位 数 与 整 单位 数 的 数字 叫 “ 合 文 "， 多 由 个 
位 数 和 单位 数组 合 而 成 ， 汉 代 取 消 了 这 种 全 
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图 1.8 
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甲 凤 文中 的 数字 是 采用 了 下 进 位 值 制 记 数 法 的 ,十 、 吾 、 
千 、 万 等 实际 上 只 是 一 种 “数位 ?记号 (当然 ,它们 单独 用 也 表 
示 数 10、100、1000、10000 等 )， 每 一 数位 上 的 数 (去 示 有 多 
少 个 有 关 的 单位 数 )， 仍 然 用 个 位 数字 。 例 如 “ 秆 妨 支 门 ”就 
是 “2656" 之 意 。 可 见 十 、 百 、 千 等 确 是 ^“ 数 位? 记号。 后 来 ， 
人 们 在 记 数 时 略 去 这 种 记号 ,例如 把 2656 改 示 为 “二 六 五 六 ， 
就 实现 了 完全 的 位 值 制 。 位 们 振 记 数 法 的 优点 是 可 以 用 少量 
数字 表示 出 任意 数 ， 并 使 人 人 | 能 方便 地 进行 数 的 运算 。 甲 组 
文中 实际 上 就 是 只 用 一 到 九 九 个 数字 和 十 、 百 、 千 、 万 等 几 
个 表示 “数位 ? 的 字 记 出 一 切 数 的 。 安 阳 筷 盐 还 出 土 了 商 代 的 
骨 扩 和 牙 尺 ， 尺 面 上 有 相当 于 “ 寸 >、“ 分 ?的 刻度 表示 ， 它 们 
都 是 十 进 的 ， 说 明了 十 进位 值 制 记 数 法 与 社会 生活 有 着 密 
切 的 联系 ， 一 方面 ， 由 于 社会 生活 需要 提高 度量 衡 的 精度 ， 
要 求 不 断 划 小 度量 衡 的 单位 另 一 方面 ， 它 简便 适用 ， 在 实 
其 生 活 中 得 到 广泛 应 用 。 这 是 中 国 古代 数学 思想 发 展 的 一 大 

现在 世界 通用 的 印度 -阿拉 伯 数 字 记 数 法 就 是 十 进 位 值 
制 记 数 法 ,可 见 这 种 记 数 法 是 先进 的 ,具有 强大 生命 力 的 。 中 
国 古 代 产 生 数 字 之 初 就 采用 了 十 进位 值 制 记 数 靶 ， 这 是 中 国 
古人 对 世界 数学 的 一 大 贡献 。 其 他 著名 古代 文明 地 区 也 很 由 
就 产生 了 数 和 数字 ， 但 却 未 能 产生 系统 的 十 进位 值 制 记 数 
法 。 例 如 两 河流 域 公元 前 5000 华 就 有 了 和 人 类 的 文明 活动 ， 很 
早 就 有 了 数字 和 一 定 的 数字 体系 ， 也 采用 了 位 值 制 ， 却 是 60 
进位 的 。 古 埃及 人 很 早 就 建立 了 十 进位 记 数 法 ， 却 没有 使 用 
位 值 制 ， 因 此 每 高 一 位 要 换 用 一 次 新 的 数字 。 


四 《中 国 大 放 科 全 书 , 考古 学 >》， 第 659 页 。 
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2. 干 支 记 日 法 

对 时 间 的 认识 是 人 类 最 重要 的 科学 认识 之 一 “日 ? 则 是 
人 类 最 早 认识 的 时 间 单位 。 最 明显 的 自然 的 周期 变化 -一 日 
出 日 洲 一 一 就 使 人 们 和 逐渐 产生 了 “日 "的 概念 。 有 了 日 概念， 
人 入 们 就 开始 计数 日 期 ,计数 日 期 实际 上 考察 的 是 一 种 “顺序 ”， 
数 ( 租 强 持 7 也有 来 标示 (反映 ) 上 顺序， 所 以 计数 日 期 的 方法 与 
数学 有 着 密切 的 关系 。 

中 国 吉 代 有 所 可 考 的 最 早 的 记 日 方法 是 于 支 记 日 法 。 
干 ， 将 其 手 ,名 由 * 利 、 乙 、 两 、 于 、 戊 、 已 、 庚 、 辛 、 壬 、 
癸 >10 个 字 组 成 。 支 , 即 地 支 ， 用 “ 子 、 丑 、 实 . 卯 , 搬 . 已 、 午 、 
未 、 申 、 西 、 戌 、 九 ?12 个 字 表示 。 一 个 天 干 字 配 一 个 地 支 
字 ， 就 组 成 一 对 干支 。 天 干 以 “ 甲 ，” 字 开始 ， 地 支 以 “ 子 * 开 
始 ， 按 此 顺序 组 合 ， 可 得 60 对 干支 ， 称 “六 十 甲子 ?， 其 配合 . 
和 所 表示 的 序号 如 表 1.1 所 未 。 

甫 1.1 六 十 甲子 囊 


1 2 3 4 5 6 7 8 | 9 10 
甲子 乙 及 两 实 丁 卯 戊 展 已 外 庚午 六 未 王 申 江西 
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
甲 成 乙 变 两 子 丁 丑 成 寅 已 卯 庚 展 辛 已 壬 午 奖 未 
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
外 中 “乙酉 两 成 丁 亦 戊子 已 于 广 寅 广 匈 于 展 甘 巴 
31i 32 33 34 5 

甲午 2 已 玄 良子 辛 肝 王 寅 吴 匈 
4] 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
印 展 乙己 丙午 丁 未 成 由 已 西 庚 成 辛 雍 王子 吴 玉 
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
甲 实 乙 孵 两 展 本 已 成 千 已 来 康 店 广西 生成 性 安 
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于 支 记 日 法 即 技 表 中 里 子 到 刁 刻 ， 再 量 人 党 甲子 到 张 玄 等 
等 ， 每 对 干支 表示 -~ 天 ， 循 环 使 用 。 筷 塘 甲 明文 已 采用 了 二 
支 记 日 法 。 据 考证 ， 中 国 十 代 自 春秋 有 时 期 鲁 隐 公 三 年 〈 公 元 
前 720 年 ) 二 月 己 已 日 (这 天 发 生 -- 次 日 食 ) 起 就 开始 使 用 干支 
记 晶 法 连续 记 日 ， 直 到 清朝 灭亡 (1911 年 )，2600 年 间 从 未 间 
斯 过 1 。 干 支 还 用 来 记 月 ， 但 不 兵 时 间 就 庆 引 了 。 千 支 记 年 
始 于 东 议 初 年 ， 以 后 从 来 间断， 直到 现在 @ 。 例 如 公历 1988 
年 ， 我 国 的 晶 历 上 还 印 有 “成 展 年 "字样 ， 就 是 说 ， 公 泡 1988 
年 ， 是 农历 于 支 记 年 法 的 成 展 年 。 

干支 记 日 法 本 身 就 是 一 项 数学 成 就 ， 对 顺序 的 认识 ， 具 
有 组 合 方法 的 初步 思想 。 同 时 , 它 对 后 来 的 天 文 历法 计算 产生 
了 巨大 的 影响 ， 从 而 对 数学 思想 方法 也 产生 了 一 定 的 影响 。 

3. 算 、 社 、 数 、 短 、 策 等 字 的 古 义 

算 、 称 、 数 、 筹 、 策 等 字 是 与 数学 和 数学 思想 都 有 关系 
的 汉字 ， 它 们 的 产生 也 与 形 述 数学 因 想 方法 有 关 ， 它 们 与 甲 
骨 文 亦 有 渊源 关系 。 

算 ， 十 人 称 数学 为 算 学 。 《说 文 解 字 ?说 ,“ 数 也 ?”。 指 的 
是 计数 之 意 ， 后 来 也 引申 为 数 (s0， 名 词 )， 并 且 还 有 “数学 * 
的 意思 。 此 外 ,“ 算 ?也 通 “ 短 ?> (su6n)， 沉 为 “古代 计数 用 的 
筹码 *， 即 算 筹 。 

舌 ，< 说 文 解 字 说; “长 六 寸 ， 计 历数 者 。 从 竹 从 弄 , 言 
常 弄 力 不 误 也 。” 《类 篇 ?说 :“ 数 也 ? 。 由 此 可 见 与 算是 同 义 
的 ， 指 算 筹 。“ 秆 ”， 是 “ 舌 ” 的 古 字 ， 是 会 意 字 ,， “从 二 示 ”， 
有 占 下 之 意 ， 所 以 “ 壬 ” 亦 有 “ 演 ”"( 算 ) 卦 之 意 。 

@ 幸 一 谍 ; 《 电 国 古代 文化 史 讲 座 》， 中 国 广播 电视 大 学 出 版 福 ,1931 年 ， 


第 24 页 ， 
国 演员 荣 : 《时间 》， 科 学 出 版 社 ，1935 年 :第 20 页 。 
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数 ， 是 一 个 多 义 词 ， 除 了 “ 数 者 ， 一 十 百 千 万 出 " 外 ， 还 
有 “数学 "(算术 ), “自然 之 理 ”"， “技术 、 方 术 *,，“ 气 数 即 命 
运 ? 等 义 。 

筹 ，《 正 韵 ， 说 ;“ 筹 ， 算 也 ” 。< 辞 源 > 载 : “ 故 日 甜 、 日 
告 、 日 策 ， 一 也。” 它 有 两 义 ， 一 是 指 计算 或 记 数 的 工具 ， 
旭 算 筹 ， 二 是 指 计谋 或 策划 。 当 然 在 古代 ， 策 划 往 往 也 与 占 
个 有 关 。 占 下 也 是 一 种 “演算 ”( 见 下 节 )。 

策 ， 一 义 为 “十 时 用 以 计算 的 小 筹 ?， 一 义 为 “古代 占 圭 
用 的 普 章 >"。 可 见 古 时 算 筹 和 车 草 可 能 就 是 同一 个 东西 ,至少 
有 共同 的 起 源 。 

由 这 些 字 的 古 义 探讨 ， 不 难 发 现 ， 它 们 所 表示 的 词 与 社 
会 生活 ， 尤 其 计划 和 占卜 ， 有 着 极 密切 的 关系 ， 算 筹 计算 产 
生子 现实 生活 的 需要 。 中 国 古 代 的 数学 思想 方法 就 是 从 这 些 
生活 实际 (尤其 是 管理 、 计 划 和 占卜 ) 中 发 展 起 来 的 。 


re 


1.3 < 周易 ?的 数学 思想 


“周易 ?是 古代 的 -本 讲 卜 筑 (shT?， 用 著 草 占 下) 的 书 ， 
它 与 * 诗 三 百 篇 9?、*《 尚 书 *、“ 礼 记 *、《 春 秋 ? 等 几 部 古典 著作 
合 称 * 五 经 *， 是 中 国 封建 社会 学 校 教育 的 法 定 教科 书 ， 也 是 
汉代 以 来 ，2000 多 年 的 封建 社会 维系 封建 宗法 制度 的 理论 基 
础 ， 因 此 受到 高 度 的 重视 。 它 们 对 中 国 古 代 文化 思想 产生 了 
重 六 的 影响 。 其 中 周易 > 为 (五 经 ;之 首 ， 因 而 有 着 极其 重要 
的 意义 。 

从 中 国 古 代 思 想 史 和 科学 中 的 角度 来 看 ， 《周易 ? 还 有 特 
丈 的 意义 。 它 的 内 容 十 分 丰富 ， 包 含有 涉及 天 文 、 数 学 、 音 
律 、 医 学 等 自然 科学 和 政治 、 历 史 、 逻 辑 、 伦 理 、 法 律 等 社 
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会 科学 以 及 哲学 的 内 容 。 因 而 ， 对 < 周易 ?的 研究 促进 了 这 些 
科学 的 发 展 。 同 时 ， 这 些 科学 的 发 展 也 就 受到 < 周易 > 的 重要 
影响 。 由 于 对 < 周易 的 高 度 重 视 ， 各 个 学 派 都 与 (易学 有 一 
定 的 联系 ， 使 得 周易 > 对 中 国 古 代 哲 学 、 文 化 和 科学 思想 前 - 
产生 了 极其 巨大 的 影响 。 

中 国 古 代 的 各 种 科学 研究 ， 都 或 多 或 少 地 打上 了 * 易 ?的 
烙印 。 例 如 天 文学 研究 中 ，《 周 易 》 一 直 是 指导 性 候 论 。 而 在 
数学 (“ 数 术 " ) 研 究 中 ，* 周 易 ? 更 有 着 特殊 的 意义 ， 中 国 十 代 
数学 著述 在 其 序言 中 几乎 前 要 指出 自己 与 (周易 的 关系 ， 通 
常 还 要 引证 < 周易 ?上 的 话 作为 自己 著述 的 张 本 。 实 际 上 ，《 捧 
易 > 本 身 就 包含 有 丰富 的 数学 思想 。 

《周易 ?， 又 称 * 易 经 ?或 简称 为 < 易 ?。“ 周 易 ? 一 词 的 词义 
为 “日 月 之 道 普照 周 天 >@ 。¢ 周 易 的 内 容 包括 < 经 > 和 ¢ 传 > 两 
部 分 。k 经 ? 亦 称 k 易 经 ?是 古代 的 占 下 用书, 是 通过 芝 封 的 变 
化 来 预示 吉 办 的 。 所 谓 交 (y5o) 是 卦 的 基本 符号 ， 用 “一 ” 表 
示 阳 区 ,，“~~” 表 示人 骨 关 ， 每 三 区 合成 一 封 ， 可 得 (23 = 8 ) 八 
封 ， 叫 做 “ 八 经 封 ?。 用 芯 符 号 表示 出 的 封 叫 卦 画 ， 每 一 经 封 
孝 有 名 称 ， 它 们 是 吾 三 、 坎 二 、 民 三 震中 三 、 山 二 、 
坤 ==、 竞 二 。 

八 经 卦 中 每 两 个 相生 合 ( 可 以 重复 ) ， 又 组 成 8: = 64 个 
“ 别 卦 "，4 易 经 ;就 是 探 论 这 64 个 别 卦 的 。 经 文中 ， 每 一 别 填 
都 有 名 称 及 相应 的 卦 夯 。 如 壹 乾 ， 玛 屯 等 。 然 后 给 出 封 辞 ， 
即 对 卦 的 总 的 说 明 。 每 卦 有 六 关 ， 每 区 有 交 题 (六 的 名 称 ) 
和 区 秤 (对 每 -区 的 意义 的 说 明 )。 交 是 都 是 两 个 字 ， 一 个 字 
表示 或 的 性 质 -一 是 阳 区 还 是 阴 艾 ， 阳 区 用 “ 九 ” ， 阴 区 用 
“2:” ， 另 一 个 字 表示 区 的 次 序 ， 自 下 而 上 ， 分 别称 为 初 、 


区 天 的 ; 《 丙 易 上 论 、， 出 东 人 民 出 版 社 ，193>6 年 ， 第 3 页 。 
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二 、 三 、 四 、 五 、 上 。 基 态 实 味 上 是 各 六 占 目的 结果 。 卦 矢 
条 | 区 辞 是 各 卦 的 二 要 内 容 。 以 易 经 > 中 的 “就 ” 卦 为 例 : 
三 : 蔓 ， 元 六， 利 贞 。 
初 九 ” 凌 龙 ， 勿 用 。 
九 和 过” 见 龙 在 田 ， 利 见 大 人 。 
三 ”君子 终日 乾 训 ， 夕 惕 车 厉 ， 无 名。 
九 四 或 跃 在 浏 ， 无 针 。 
九 五 飞龙 在 天 ， 利 见 大 人 。 
上 九 充 龙 ， 有 悔 。 
用 九 见 群 龙 ， 无 首 吉 。 
由 于 “ 易 经 》 成 书 年 代 久 远 ( 筷 商 之 际 )， 经 文 古 杆 简 
练 ， 理 解 粘 为 困难 ， 所 以 很 早 就 有 人 对 * 易 经 ?的 文字 作 注 释 
和 发 挥 ， 相 对 于 < 经 ?而 言 ， 就 称 为 《 传 》， 《周易 ? 书 中 的 < 传 > 
共有 10 篇 ， 包 括 《 炊 》、《 象 》、《 系 秩 ? 等 ， 也 称 为 《十 经 ? 。 
《 传 约 为 春秋 战国 时 人 所 作 。 《周易 ?很 早 就 传 到 国外 ，17 世 
纪 以 后 ， 还 被 译 成 英 、 德 、 法 等 文字 ， 引 起 学 术 界 的 浅 厚 兴 . 
趣 。 
1. 古 老 的 数字 组 合 一 一 “ 卦 ” 是 数 表 
“周易 ;的 主要 内 容 是 64 别 卦 ， 其 核心 则 是 八 经 填 。 八 卦 
从 何 而 来 呢 ? 据 甲 骨 文 、 陶 器 刻 文 和 金 文 ( 铀 器 铭文 ) 研 究 
八 寺 及 64 别 卦 实际 上 是 种 特殊 的 数 过 由 各 种 数字 组 合 
曾 成 .这 种 数 表 经 过 漫长 的 历史 发 展 ， 逐 渐 演化 为 “ 封 " 的 形 
人 们 最 初 是 用 数字 的 组 合 ,来 作成 卦 画 的 , 这 种 “数字 夯 ” 
的 产生 方法 ， 尚 待 研究 。 如 四 稚 磨 上 上 骨 河南 省 安阳 身 妊 四 
盘 磨 村西 区 1950 年 出 土 ) 刻 有 三 组 数字 ， 如 下 图 之 左 所 示 。 
按 前 面 (图 1.12) 的 甲骨 文 数字 表 ， 它 们 就 是 下 图 右边 的 数 : 
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十 十 2 七 七 八 
)( 和 人 八 五 六 
+ 休 从 七 七 六 
作 入 Zz 六 六 至 
十 人 )C 蕊 六 人 六 
八 个 十 六 六 七 
隐 墅 


这 种 数 表 是 作 什么 用 的 呢 ? 如 果 按 数 的 奇偶 分 类 ， 用 后 来 的 
骨头 “一 " 代 奇 数 、 阴 区 <“--” 代 侦 数 ， 则 得 下 述 结果 

要 惟 
这 里 包括 了 八 经 卦 中 的 三 ，==， 三 ， 三 ， 乾坤 离 坎 四 经 填 ， 
它们 配合 成 上 述 的 三 个 数 表 为 “ 术 济 ”、“ 否 ?、“ 明 夷 "三 个 
别 卦 。 这 三 个 别 卦 放 在 一 处 ， 一 定 是 占 得到 什么 大 事 。 就 是 
说 ， 这 样 的 数 表 表 示 的 是 占卜 的 结果 。 

在 股 翰 及 其 他 般 代 遗址 出 土 的 一 些 陶 器 、 铜 器 铭文 [也 
发 现 不 少 类 似 的 数 表 , 数 表 中 用 了 各 种 数字 , 但 最 多 的 *-…、 
* 六 ?、“ 七 "、“ 八 ?。 各 地 出 土 的 周 代 卜 骨 及 陶器 铭文 、 铜 器 
铭文 上 也 有 类 似 的 数 表 、 逐 渐 地 似 以 用 “一 "和 “六 ?者 增多 。 
别 的 数字 似 有 不 用 的 趋势 。 如 长 安县 张 家 坡 出 土 西周 下 骨 上 
肇 的 数 表 为 ， 


到 全 


机 | 


-一 入 一 一 
a ~ 一 A MN 
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现在 的 学 者 认为 ， 表 示 占 下 结果 时 用 数 ， 开 始 时 几 个 数 寿 
用 ， 因 为 二 、 三 、 硅 易 混 、 不 多 见 ， 后 来 多 用 一 、 五 、 六 
七 、 八 、 九 ， 又 相对 集中 使 用 一、 六 、 七 、 八 。 到 周 初 ， 就 
集中 在 一 、 六 两 个 数字 上 。 一 表示 奇数 ， 读 作 “ 九 "， 六 表示 
偶数 ， 仍 谈 “ 六 ”"， 这 就 是 < 易 ，* 用 九 *"、“ 用 六 ”的 原意 。 这 时 
的 一 和 入 《*“\”) 已 具有 符号 的 竹 质 ， 即 阳 名 和 了 表 关 的 前 芽 
了 。 易 定 :问题 ， 用 九 称 阳 芝 ,用 六 称 阴 过, 九 成 了 一 的 称号 ， 
i 入 ?字形 浙 变 平 ， 最 后 一 分 为 二 ， 成 为 <--” 形 式 。 于 是 完 
成 了 数字 画 向 卦 画 的 转化 了 。 阴 区 阳 交 成 了 表示 数 的 符号 ， 
卦 曾 就 是 一 个 数字 组 合 一 一 一 种 数 表 。 数 表 是 用 善 草 占 下 的 
结果 。 按 (周易 ， 是 通过 多 卦 的 变化 来 予 上 未 来 ， 而 多 卦 的 
变化 是 通过 数 的 不 同 组 合 实现 的 ， 因 此 ， 只 要 了 解数 的 组 合 
变化 ， 通 过 数 表 就 可 以 认 知 并 解释 天 下 万 物 了 。 

2. 构 成 数 囊 ( 卦 画 ) 的 方法 

封 画 表 示 一 个 数 表 ， 数 表 中 每 个 位 置 上 取 什 么 数 是 由 占 
签 (用 蔷 草 占 上 下) 确定 的 ， 而 占 繁 就 是 对 若干 车 草 进 行 “ 大 衍 ” 
一 一 演算 。 著 (shT7)， 蒿 属 多 年 生 草 本 植物 ， 用 其 笑 占 卜 。 

“ 系 辞 》 中 指出 占 得 的 方法 , “大 衍 之 数 五 十 ， 其 用 四 十 
有 泌 。 分 而 为 二 ， 以 象 两 ， 挂 一 ， 以 象 三 。 抬 之 以 四 ， 以 象 
四 时 ， 归 奇 于 功 ， 以 象 关 ， 五 岁 再 间 ， 故 再 荔 而 后 挂 "2，“ 十 
有 八 变 而 成 填 ”"。 除 掉 那 些 * 象 两 (天 地 )”、“ 象 三 (天 、 地 、 
人 )? 等 神秘 象征 外 ， 其 演 法 如 下 ， 

四 以 占 黎 的 荐 草 共 50 根 。 但 演算 时 只 用 49 展 。 把 49 根 荐 
章 任意 (随机 地 , 这 一 操作 决定 了 占 个 的 结果 ) 分 为 两 部 分 ,分 
所 在 两 手中 。 从 右手 著 草 中 任 取 一 根 ， 置 于 左手 小 指 与 无 名 


本 张 政 娄 : 入 ; 兄 文集 《周易 状 机 肛 》， 潜 北 人 风 出 版 社 ，1986 年 ， 第 
190 页 。 
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之 间 。 以 四 根 著 草 为 一 组 ， 一 组 一 组 地 分 数 两 竹中 的 著 草 
〈 抬 忆 以 四 ?, 操 , die 或 shé 动 词 , 阅 持 之 意 )。 分 完 后 ,每 只 手中 
的 蕃 革 必 有 余数 , 余 一 根 、 二 根 、 三 根 或 四 根 (正好 数 完 为 余 
四 根 )， 将 左手 余下 的 车 草 置 于 左 王 无 名 指 与 中 指 间 , 将 布 手 
余 的 著 草 ， 置 子 庄 手 中 指 与 食指 之 问 (“上 归 奇 于 护 ”、 奇 ， 零 
数 ， 反 ，1E, 即 * 勒 ?之 意 )。 去 掉 太 手 各 于 指 间 所 坊 * 的 所 有 
余数 (只 有 五 根 或 几 根 两 种 可 能 ), 手 中 还 余 44 根 或 40 根 闭 萤 。 
和 :， 即 所 谓 “ 一 变 ”。 
一 变 ” 后 得 到 的 44 根 或 40 根 著 草 ， 按 上 述 演算 方法 再 
作 _ 电 此 时 ， 左 手指 间 所 “ 擅 ? 的 余数 不 是 四 就 是 八 。 去 掉 
余数 ， 可 得 40 根 、 或 36 根 、 或 32 根 ， 三 种 情况 之 一 ， 于 是 完 
成 了 “一 变 ”。 
把 “二 变 ? 万全 到 的 车 草 再 按 上 述 演算 法 演 一 遍 ， 左 手指 
间 “ 支 ” 的 善 齐 仍 人 不 是 四 根 就 是 八 根 , 去 掉 它 们 “三 变 " 结 
束 。 经 王 变 后 ， 册 竹中 余下 的 著 草 数 只 能 是 下 列 四 种 情况 之 
一 ; 1 36 根 ，@@32 根 @28 根 ，@24 根 。 
最 后 以 四 除 之 ， 就 可 确定 一 区 (三 变 成 艾 ); 
36+ 4=9 ( 老 阳 之 数 ， 以 “一 ” 去 示 ) 
32+ 4=8 ( 少 阴 之 数 ， 以 “--” 表 示 ) 
28+4=7 ( 少 阳 之 数 ， 以 “一 ”表示 ) 
24+4=6 ( 老 阴 之 数 ， 以 “--" 表 示 ) 
操 苞 的 目的 ,就 是 要 得 到 这 四 个 数 之 一 ,以 便 确定 一 六。 
三 变 可 定 一 区。 一 个 别 卦 有 六 受 ， 就 要 进行 18 次 “ 变 ” 才 能 得 
到 ， 所 以 “十 有 八 变 而 成 卦 " 。 成 卦 后 就 可 以 据 “ 填 象 " 即 卦 画 
的 形状 和 “ 辞 ?( 卦 辞 和 受 芯 )， 来 确定 要 占 下 的 行动 的 吉 因 ， 
以 决定 怎样 决策 。 
… 从 数学 方面 来 考察 占 繁 过 程 。 它 的 特点 有 二 ， 一 是 计算 
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程序 确定 ! 二 是 计算 结果 确定 , 必 为 6.7、8 、9 四 个 数 之 一 。 
计算 可 以 图 示 出 来 。 

先 定 义 两 种 运算 : 


运算 忆 ;: Ri+R.=N 
RI- 1=ri(mod 4) 
vr (mod 4) 
运算 P,: N=N-r 一 六 2 一 1 
下 三 个 图 (图 1.9、 1.10、 1.11) 分 别 给 出 三 * 变 ”的 演算 图 


示 ， 引 入 一 个 己 , 框 表示 进行 一 次 运算 Pi， 引 入 一 个 已 框 表示 
进行 一 次 运算 已 。 


轩 1.12 则 给 出 最 后 * 求 数 定 芝 ?的 程序 。 
从 数学 思想 的 角度 来 考察 用 阳 艾 “一 ”和 阴 艾 “--” 物 造 数 


3 


rey: 
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rite:= 7? 
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表 的 过 程 ， 就 可 以 发 现 这 是 一 个 由 简 驭 繁 、 逐 渐 抽象 的 过 
程 。 八 经 卦 各 有 3 区， 如 果 每 区 都 用 1 ~ 9 之 间 的 一 个 数 表 
示 , 就 可 得 出 9*=729 个 “ 卦 "， 别 卦 有 6 区 ,用 9 个 数字 之 一 
表 一 区 , 则 有 9* =531441 个 “ 卦 ", 用 这 么 多 的 卦 来 予 下 未 来 ， 
实际 上 和 什么 卦 也 没有 是 一 样 的 :不 可 能 分 辨 数 十 万 个 二 所 
表示 的 意义 ， 所 以 古人 采取 了 简化 的 方法 先 去 掉 易 混 的 
二 、 三 、 四 ， 进 而 多 用 六 、 七 、 八 、 一 ， 最 后 只 用 一 入， 
在 意义 上 则 是 只 区 分 奇数 和 偶数 。 由 于 只 表示 奇偶 数 ， 用 什 
么 “ 数 ” 作 代表 已 不 是 本 质问 题 了 。 进 一 步 天 简化 为 闫 “一 ”和 
“--”， 也 就 由 数 抽象 为 < 区” 记号 。 这 样 只 有 两 个 符号 ， 取 3 
艾 则 有 2s = 8 个 经 卦 ， 取 6 芝 则 有 2 = 64 个 别 卦 。 可 以 事先 
确定 8 封 或 64 卦 的 意义 ， 从 耐用 占 租 之 法 预 油 未 来 了 。 
3. 数 表 一 - 古老 的 信息 转换 系统 


hee lm ri 
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< 史记 ， 旬 策 列传 ;说 ;“ 王 者 决定 诸 疑 ， 参 以 下 签 , 断 以 
著 包 ， 不 易 之 道 也 。”( 历 代 帝 王 ， 为 了 预测 吉凶 、 解 决 疑 
向 ， 经 常 就 重大 事件 进行 上 签 , 这 是 确定 不 变 的 一 种 制度 )。 
占 上 是 在 原始 社会 中 产生 的 一 种 原始 宗教 活动 , 在 中 国 古 代 ， 
它 就 是 我 们 在 绪论 中 所 说 的 “古老 的 氏族 社会 的 遗风 余 俗 ?之 
一 ， 在 中 国 奴隶 社会 和 封建 社会 中 长 期 存在 ， 并 且 “ 成 为 一 
种 极为 强 固 的 文化 结构 和 心理 力量 ?之 一 。 这 就 是 “周易 》 能 
成 为 (五 经 > 之 首 ， 能 对 中 国 古 代 的 哲学 、 思 想 、 科 学 等 产生 
巨大 影响 的 重要 原因 之 一 。 

进行 占 下 的 目的 是 我 出 联系 天 人 之 间 的 某 种 信息 。 占 下 
的 方式 远古 时 亦 有 多 神 ， 龟 上 下、 枚 卜 、 签 下 等 等 ， 后 来 ， 答 
上 逐 汤 有 所 发 展 ， 成 为 中 国 古 代 社 会 的 一 种 “法 定 ?的 占 下 形 
式 。 它 依 千 数 字符 号 来 传递 信息 。*k 汉 书 。 律 历 志 ， 说 :“ 伏 
洲 画 八卦 ， 由 数 而 起 ”"。< 左 传 ;说 :“ 敌 , 数 也 ”。 杜 预 注 :;“ 签 
氛 数 占 ?。 孔 颖 达 < 周 易 正义 "说 :“ 先 用 著 以 求 数 ， 得 数 以 定 
区， 累 区 而 成 卦 "。 指 的 都 是 签 下 是 通过 数 的 计算 (通过 计算 
工具 一 草 荣 ) 得 到 的 数 表 来 推定 吉 办 ,、 预 下 未 来 。 在 这 里 , 数 
字 和 “一 "、“--? 符 号 及 由 它们 组 成 的 数 表 就 成 为 一 种 信息 转 
换 的 载体 了 。 

古人 认为 ，“ 易 道 广 大 ， 无 所 不 包 , 旁 及 天 文 、 地 理 、 乐 
律 、 兵 法 、 韵 学、 算术 、 以 逮 方 外 之 炉 火 ( 指 方士 .道士 炼丹 )， 
销 可 援 易 以 为 说 ( 依 易 而 形成 理论 ) ,而 好 异 者 又 援 以 和 人 易 ( 把 
上 述 引入 易 的 学 说 中 )， 故 易 说 至 繁 ”( 《四 库 全 书 。 总 目 提 
要 ，)。 实 际 上 正 是 这 样 ， 人 们 一 方面 利用 ( 易 > 来 占 下 解决 
日 常生 活 以 至 军国 大 事 的 疑难 ， 另 一 方面 又 把 卦 象 及 封 秤 区 
辞 奉 作 是 体现 了 某 种 规律 的 东西 ， 从 而 直接 把 它们 作为 分 析 
事物 的 楷 导 原理 ， 这 时 人 们 利用 < 易 ? 理 来 说 理 ， 认 识 世 界 ，. 
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《 岂 昂 ?就 县 有 了 某 种 哲学 的 意味 。 这 后 一 方面 的 用 法 逐渐 增 
加 ， 在 t 易 传 ? 里 ， 对 这 种 用 法 发 挥 较 多 ， 人 们 开始 把 < 易 经 > 
中 的 某 些 芝 辞 看 作 具 有 独立 意义 的 可 以 引 为 公理 、 格 言 之 类 
的 东西 ， 并 不 断 赋予 它们 新 的 理论 内 容 ， 这 样 * 周 易 ? 逐 渐 由 
上 党 书 被 改造 成 为 哲学 书 。 并 且 被 认为 是 探讨 天 人 之 道 即 
世界 根本 原理 的 学 问 ， 是 探讨 事物 变易 的 法 则 和 人 生 修养 原 
则 的 学 疝 避 。 因 此 ，< 周 易 > 对 人 生 、 对 人 的 各 种 锋 动 都 有 指 

利用 各 种 封 象 来 进行 信息 转换 ， 实 际 上 是 诈 封 象 来 表示 
各 种 事物 及 其 联系 ， 对 各 种 事物 及 与 其 联系 的 信息 作 了 规 艺 
化 、 抽 象 化 和 系统 化 。 即 古人 把 这 个 信息 转换 体系 当 作 认 识 
世界 、 解 释 世 界 的 工具 。 如 前 述 ， 这 种 卦 象 是 一 种 数 表 ， 它 
们 是 通过 数 的 演算 得 出 来 的 ， 因 而 * 周 易 ? 对 数学 更 有 特殊 的 
意义 ,周易 ?的 哲学 对 中 国 古 代数 学 思想 方法 有 较 大 的 影响 。 
主要 是 这 样 几 个 方面 

( 1 ) 使 中 国内 代数 学 有 强烈 的 实用 倾向 。《 周 易 ? 把 数 与 
万 物 联系 起 来 了 ， 这 是 中 国 古 代 上 典型 的 数学 观念 。 在 (周易 > 
中 利用 数 表 转 换 了 社会 生活 各 个 方面 一 - 行 旅 、 战 争 、 享 
祀 、 饮食 、 渔 猎 、 牧 畜 、 农 业 、 婚 嫌 、 居 处 及 家 庭 生活 、 妇 
女 孕育 、 疾 病 、 赏 罚 讼 狱 等 一 一 的 信息 ， 因 而 可 以 把 数学 应 
用 于 所 有 这 些 方 面 。 

( 2 ) 由 于 形成 数 表 ， 找 出 信息 转换 的 方法 是 用 警 草 演 
算 ， 使 得 人 们 认为 对 数 的 处 理 就 是 运用 某 种 工具 进行 计算 ， 
在 各 个 领域 里 应 用 教学 都 离 不 开 计 算 ， 重 计算 的 结果 必然 产 


名 肖 攻 父 ，《* 周 易 ” 与 对 期 阴阳 家 》， 软 4 同 易 纵横 录 》, 诬 北 人 民 出 版 社 。 
1986 第 241 页 。 
: 辐 朱 们 岂 : 《易学 和 学 史 :( 上 )， 北 京 大 学 出 版 柱 ，1936 年 ， 之 ?3 页 。 
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生 算 法 化 的 思想 。 

(3 ) 在 利用 < 周易 ? 的 数 表 进 行 信 息 转 换 时 ， 是 把 万 物 作 
为 一 个 有 机 的 整体 联系 在 一 起 的 ， 它 们 还 具有 相互 作用 。 这 
使 得 中 国 古 代 较 早 地 产生 了 朴素 的 辩证 思想 ， 它 们 自然 由 数 
火 转 换 到 数学 中 去 ， 使 数学 中 有 让 富 的 辩证 思想 ， 这 在 古代 
数学 中 是 十 分 独特 的 ， 由 此 在 数学 中 较 早 产生 了 运筹 思想 、 
极限 思想 及 正 负 数 计算 等 等 。 在 世界 数学 思想 的 发 展 中 占有 
重要 地 位 。 

(4 ) 使 中 国 古 代数 学 思想 中 长 期 有 着 某 些 神秘 主义 观 
念 。< 周 易 ; 原 是 卜 答 之 书 ， 用 数 占 下 ， 本 身 就 使 数 有 了 某 种 
神秘 意义 ， 特 别 在 某 些 历 算 中 应 用 时 ， 某 些 数学 家 赋予 数 种 
种 神秘 的 意义 。 这 一 点 则 影响 了 数学 的 发 展 。 

(5 ) 周 易 ? 的 数 表 一 一 卦 画 后 来 和 阴阳 五 行 相 结合 ， 构 
成 了 一 个 有 方位 配制 的 八卦 (或 64 封 方位 图 。 这 种 表 中 位 置 
是 有 一 定 意义 的 。 有 限 个 符号 〈 数 表 ) 在 不 同 的 位 置 上 相配 
置 、 组 合 就 生出 无 穷 多 的 意义 来 〈 生 成 万 物 或 表示 万 物 的 联 
系 )。 这 种 思想 对 中 国 古 代数 学 思想 方法 产生 了 巨大 的 影响 : 
中 国 古 代数 学 的 算 筹 运算 中 ， 位 置 有 重要 的 意义 ， 例 如 解 线 
性 方程 组 时 不 同 的 位 置 表示 不 同 的 未 知 数 ， 在 高 次 方程 理论 
中 位 置 表 示 未 知 数 的 次 数 。 在 多 元 高 次 方程 组 中 位 置 有 不 同 
未 知 数 、 未 知 数 的 不 同 次 数 等 意义 。 这 种 “位 置 制 ? 的 简单 性 
使 中 国 古 代数 学 在 上 述 几 方 面 非 常 发 展 ， 处 于 领先 地 位 。 还 
产生 了 专门 研究 组 合 数字 方法 的 “纵横 图 ?等 ， 表 现 了 初步 的 
组 合 数学 思想 。 实 质 上 ， 促 使 中 国 古 代数 学 成 为 离散 数学 。 
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1.4 早期 文献 中 反映 的 数学 思想 


所 谓 早期 文献 ， 指 的 是 在 现在 已 知 的 中 国 最 早 的 系统 的 
数学 著述 < 九 章 算术 成书 之 前 ( 约 公元 前 后 ) 的 一 些 文献 ， 这 
些 文献 不 是 专门 的 数学 著作 ， 因 而 未 能 提供 系统 的 数学 知 
识 ， 但 许多 文献 涉及 到 广泛 的 社会 生活 ， 从 而 间接 地 反映 了 
当时 数学 思想 的 某 些 特点 。 尤 其 春秋 战国 是 学 术 上 请 子 百 家 
争鸣 的 时 代 , 各 种 学 说 互 争 长 短 , 促 进 了 学 术 思 想 的 大 发 展 ， 
他 们 或 多 或 少 都 涉及 数学 思想 ,对 数学 有 所 利用 ,有 所 创新 ， 
作出 了 不 同 程度 的 贡献 。 

1，《 盟 经 > 的 数学 思想 

墨 子 〈 约 公元 前 475 年 一 前 395 年 ) ， 名 翟 ， 战 国 时 和 鲁 国 
人 ， 有 ‘黑子 *53 篇 ， 是 黑子 或 后 期 墨家 所 著 。 其 中 ¢ 墨 经 > 包 
含 了 菜 些 数学 思想 ， 主 要 是 若干 形式 逻辑 原则 和 在 这 些 原则 
基础 上 的 一 些 数 学 概念 “定义 ”的 思想 。 

同一 律 思想 ,经 说 下 (+ 墨 经 ;的 一 篇 ,下 面 几 篇 比如 此 》 
说 :“ 彼 , 正名 者 彼此 彼此 ， 可 。 彼 彼 止 于 彼 ， 此 此 止 于 此 , 彼 
此 不 可 。 彼 且 此 也 ， 彼 此 亦 可 。” 这 就 是 说 “ 彼 ” 之 名 必须 专 
指 个 之 实 ，“ 此 ” 之 名 专 指 此 之 实 , “彼此 ”之 名 必须 指 彼 此 
之 实 。 这 是 合 逻辑 的 ， 如 果 ， “和 披 ? 之 名 不 同 于 “此 ”之 实 ， 
“此 ?之 名 也 不 同 于 “ 彼 > 之 实 ， 那 么 ， 以 “ 彼 ” 名 “此 ”就 不 合 逻 
辑 ， 因 而 “不 可 ?， 如果 “和 披 ”"、“ 此 ”名 实 己 合 ， 那 么 以 “和 披 ” 名 
为 “此” 名 是 可 以 的 。 这 里 包含 了 某 种 同一 律 的 思想 。 

矛盾 律 思想 。 野 家 重视 辩论 ， 在 辩论 中 强调 矛盾 律 思 
想 。< 经 上 ;3 说 ;“ 辨 , 争 彼 也 , 辩 胜 当 也 。” 《经 说 上 ?说 :“ 辩 ， 
或 渭 之 牛 ， 或 谓 之 非 牛 , 争 彼 也 。"” 这 是 说 “ 辨 ”就 是 争论 同一 
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事物 (“ 彼 ” ) 或 同一 命题 ( 彼 ”) 的 是 非 真 假 问题 。 一 个 事件 不 
能 同时 为 是 又 为 首 ， 一 个 命题 不 能 同时 为 真 又 为 假 。“ 彼 ? 既 
是 牛 又 不 是 牛 ， 是 不 可 能 的 。 这 里 包含 了 矛盾 律 的 思想 。 

排 中 律 思想 。“ 墨 子 。 小 取 ， 篇 说 :“ 夫 辨 者 ， 将 以 明 是 
斐 之 分 ， 审 治 乱 之 纪 ， 明 同 异 之 处 ， 察 明 实 之 理 ， 处 利害 ， 
决 嫌疑 "”。 墨 家 以 辨 者 自居 ,对 于 是 非 、 治 乱 、 蜡 同 、 名 实 、 
利害 、 功 罪 ， 都 要 泾 泗 分 明 。 非 此 即 彼 ， 二 者 必 居 其 一 。 这 
里 包含 了 排 中 律 的 思想 。 

在 六 几 个 基本 逻 邹 规律 的 基础 上 ， 墨 家 对 一 些 数学 概念 
给 出 了 比较 田 确 的 定义 ， 下 面 列 表 〈 表 1,3) 举 出 ¢ 黑 经 > 中 的 
一 些 数学 定义 。 

墨家 讲究 “正和 名， 重视 概念 。 关 于 数学 和 与 数学 有 关 的 
概念 的 定义 ,还 有 一 些 ， 如 “做”、“ 半 ”、“ 得 ”、“ 搜 ”、“ 次 ”、 
“ 久 ”、“ 纺 > 、“ 副 ?"、“ 始 ">、“ 尺 ”"、“ 区 ”、“ 间 ?等 等 。 可 见 ， 
墨家 的 数学 基本 概念 定义 和 逻辑 思想 在 先秦 曾 一 度 大 放 蜡 
彩 。 可 是 ， 由 于 墨家 在 秦汉 以 后 衰微 ， 传 下 来 的 * 墨 经 ?又 多 
断 简 残 篇 、 译 读 困 难 。 所 以 在 西汉 后 “ 废 贺 百 家 ， 独 尊 惨 术 ” 
的 历史 条 件 下 ， 野 家 的 形式 逻辑 和 概念 定义 的 思想 没有 与 中 
国 古代 数学 真正 结合 起 来 ， 它 自己 也 渐次 漂 没 ， 直 到 清 代 ， 
才 又 有 人 重新 研究 。 

2。“ 礼 记 >、< 周 礼 * 中 的 数学 思想 

远 在 西周 时 期 ， 数 学 就 是 基本 教育 内 容 的 “六 艺 ” 一 一 
礼 、 乐 、 射 、 御 、 书 、 数 一 一 之 一 。< 社 记 ? 说 ;:“ 六 年 ( 即 六 
岁 时 ) 教 之 数 与 方 名 ,… 九 年 教之 数 日 ,十 年 出 就 外 傅 ( 老 师 )， 
居 宿 于 外 ， 学 书 计 ”。 就 是 说 ， 在 初等 教育 中 就 包括 了 数学 
教育 : 六 风 开 始 学 习 计 数 和 辨认 方向 ， 九 岁 时 学 习 天 干 地 支 
记 日 革 ， 十 岁 学 习 写字 、 文 法 和 数学 知识 ， 提 高 计算 能 力 。 
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下 1.3 
概念 | 不 文 解 
点 上 端 ， 体 之 无 序 而 最 端点 是 物体 最 前 的 一点， 不 二 能 有 更 
前 者 也 前 面 的 点 
端 是 无 同 也 | 不 可 能 有 两 点 处 在 完全 相同 的 位 置 上 
平行 平 ， 同 高 也 ! 距 痪 相等 的 ， 两 条 记 线 的 关系 叫 平行 
直线 | 直 ， 参 也 , 直线 上 有 三 个 点 
相等 | 同 ， 长 以 正 相 尽 也 两 个 东西 完全 重合 为 相等 
中 心 | 中 ， 同 长 也 ， 心 、, 与 端点 距离 相等 的 点 为 中 心 
中 ， 自 是 往 相 若 也 
现 “ 断 ， 一 中 间 长 也 | 圆 是 与 中 心 等 距 的 点 的 轨迹 
国 ， 规 ， 写 支 也 | 圆 是 用 “ 规 ? 画 出 的 图 形 
正方 形 | 方 ， 枉 陋 四 说 也 ， 正方形 有 四 个 边 和 四 个 角 ,而且 四 也 祖 等 
四 角 相 等 
方 ， 短 ， 见 多 也 | 正方 形 是 用 “和 矩 ?来 检验 的 
有 办 | 穷 ， 或 有 前 ， 不 容 ' 有 边界 线 的 区 域 叫 有 界 ， 与 边界 线 的 间 
只 也 隔 已 经 不 可 能 容纳 一 线 ， 就 是 有 界 ， 
穷 ,或 不 客 尺 , 有 穷 
无 界 | 葛 不 窜 尺 ， 无 穷 也 | 没有 边界 的 区 域 叫 无 办 
体积 ， 厚 ， 有 所 大 也 | 体积 是 物 在 空间 三 变 上 的 大 小 、 
部 分 | 体 ， 分 王 兼 也 | 部 分 是 从 整体 划分 出 来 的 


与 “六 艺 ?的 要 求 是 一 致 的 。 

据 * 周 礼 ?, “六艺 ”中 的 “ 数 " 指 的 是 “ 九 数 "， 汉 代 郑 玄 认 
为 九 数 是 “ 方 田 、 桶 米 、 差 分 、 少 广 、 商 功 、 均 输 、 方 程 、 
家 不 足 、 旁 要 ， 今 有 重 差 、 勾 股 ” 。 其 中 显然 罕有 汉代 的 内 
容 。 但 由 此 可 知 , “ 数 ?的 教学 内 容 , 包括 了 “那个 时 代 民 生日 
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用 的 主要 计算 问题 > 了 。 这 对 后 世 数 学 思想 有 较 大 的 影响 ， 
《 九 间 算术? 似 由 此 发 展 而 成 。 

“六 艺 ?" 的 艺 ， 指 的 是 技艺 ， 是 一 种 普遍 适用 的 技艺 。 这 
种 教育 思想 在 中 国 二 代 影 响 深 远 。 作 为 技艺 学 习 的 目的 当然 
是 为 了 应 用 ， 这 就 产生 了 中 国 十 代数 学 中 的 经 世 致 用 的 实用 
思想 。 在 当时 ， 数 学 也 确实 起 到 了 “经 世 致 用 ”的 效果 。 例 
如 ， 当 时 已 十 分 重视 、 并 视 为 与 王权 有 关 的 天 文 历 法 离 不 开 
数学 ， 周 朝 卫 设立 专门 的 职 官 来 掌管 ， 后 世 也 从 未 间断 过 ， 
还 设 文 了 管理 国家 财政 收 支 的 官员 “ 司 会 ?， 人 掌管 军需 计算 的 
职 定 “ 法 算 ” 等 等 。 因 为 数学 能 “经 幅 致 用 ”， 所 以 也 越 来 越 受 
到 统治 者 的 重视 ， 数 学 教育 代 有 加 强 ， 在 障 唐 之 际 达 到 了 高 
锋 。“ 能 书 会 计 ' 成 为 评价 官员 才能 的 一 项 指标 。 

由 此 可 见 ， 中 国 古 代数 学 教育 是 以 培养 社会 生产 、 社 会 
生活 各 领域 内 需要 的 数学 人 才 为 目标 的 ， 因 而 发 展 了 “经 世 
致 用 ”的 数学 实用 思想 。 

35。 “庄子 ;中 的 数学 思想 

庄子 ， 名 周 ， 战 国 了 时 人 ( 约 公元 前 369 年 一 前 286 年 )， 中 
国 古 代 哲 学 家 。< 上 庄子) 一 书 33 篇 ， 是 庄子 及 其 后 学 的 著作 。 

庄子 ， 天 下 篇 ;中 有 这 样 一 句 著名 的 话 ，“ 一 尺 之 楼 ,日 
取 其 半 ， 万 世 不 竟 ? 。 意 思 就 是 ， 有 一 个 一 只 长 的 木 棒 , 第 一 
天 截取 它 的 一 半 ， 以 后 每 一 天 截取 其 前 一 天 剩余 的 木 棒 的 一 
半 ， 这 样 截取 法 ， 取 1 万 年 也 截取 不 完 〈 即 截取 的 总 数 总 也 
不 够 一 尺 长 )。 

用 现代 数学 语言 ， 只 考察 所 取 的 “楼 ? 的 长 度 ， 这 名 话 可 
表示 如 下 : 

第 1 大 取 Si= al = 二 


加 区 礼 锐 ，< 中 国教 育 史 简 第 》， 教 育 科学 出 版 社 ，1984 年 ， 第 25-26 页 。 
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2 天 其 收 走 9 = al tas = 


3 天 共 取 走 Ss=q1+a, + as = 方志 + 训 


n 天 共 取 走 Sn=a+a+as+ +an 


文中 说 的 “万 批 * 可 理解 为 相当 大 的 有 限 数 ， 因 此 ， 所 取 
的 长 度 和 


Sn=aI +adz 十 十 Gr 


易 一 方面 ,，“ 万 世 ” 又 是 人 无 法 达到 的 “无 限 大 ”的 数 ， 所 以 ， 
这 人 句 话 又 含有 这 样 的 意义 ， 
1 1 


ER 1 


limS» = lim (二 + 
就 是 说 ， 这 里 包含 了 朴素 的 极限 思想 。 
如 果 也 考察 “ 极 ? 本 身 ， 那 么 这 句 话 就 表示 了 一 个 有 限 和 
无 限 的 辩证 转化 过 程 。 
“一 尺 之 极 ， 日 取 其 半 "， 就 是 一 个 有 限 向 无 限 的 转化 过 
程 。 就 极 的 长 度 来 说 ,分 的 过 程 是 无 限 的 ,无 论 分 得 多 么 小 ， 
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总 是 可 以 取 长 度 之 半 的 ， 这 是 一 个 无 限 的 过 程 。 但 是 “纯粹 
的 量 的 分 割 是 有 一 个 极限 的 ， 到 了 这 个 极限 它 就 转化 为 质 的 
差别 ? ,了 对 作为 一 定 质 的 醒 来 说 ,具体 的 分 割 又 是 “可 竟 ? 的 ， 
即 分 到 一 定 的 关节 点 时 ， 就 不 能 保持 “ 极 ” 之 所 以 为 楼 的 质 
了 。 这 个 关节 点 就 是 ^ 取 ”的 一 个 极限 ， 它 标志 着 分 的 过 程 从 
无 限 到 有 限 的 转化 。 这 个 关节 点 大 约 在 分 到 第 30 天 时 达到 ， 
这 时 梭 的 长 度 大 约 是 10 亿 分 之 一 尺 ， 已 小 于 分 子 直径 的 数 其 
级 ， 这 时 就 再 不 成 其 为 梭 了 。 可 见 ,，“ 取 ”的 过 程 是 一 个 有 限 
和 无 限 的 对 立 统一 过 程 。 

《庄子 ?中 的 这 种 辩证 思想 后 来 在 中 国 古 代数 学 中 得 到 发 
扬 ， 成 为 中 国 古 代数 学 思想 的 重要 特点 之 一 。 

4。 《 考 工 记 ? 的 数学 实用 思想 

“车工 记 > 据 传 是 城 国 时 期 齐 国人 的 著作 ， 后 来 收入 任 家 
经 典 之 一 的 * 周 礼 y ,成 为 中 国 古代 社会 的 重要 经 典 的 一 部 分 。 
书 中 记述 了 当时 手工 业 生产 的 设计 规范 、 制 造 工 艺 等 生产 技 
术 问 题 ， 内 容 涉 及 木工、 金工 、 皮 工 等 六 类 工种 ， 分 别 对 车 
辆 、 宫 室 、 兵 器 等 30 种 手工 制品 的 设计 制造 进行 了 探讨 ， 是 
一 部 重要 的 技术 著作 。 在 一 定 程度 上 代表 了 战国 了 时 期 技术 发 
展 的 水 平 。¢ 考 工 记 > 在 阐述 手工 制品 的 设计 和 制造 工艺 时 ， 
应 用 了 大 量 数学 思想 方法 。 略 述 如 下 : 

( 1 ) 在 制造 车 轮 的 工艺 过 程 中 应 用 了 有 关 癌 的 知识 。 车 
辆 是 十 代 运 输 和 作战 的 重要 工具 。 者 秋 战 国 时 把 一 国 能 出 多 
少 辆 战 车 作为 衡量 国力 强 弱 的 主要 奈 志 。 证 轮 是 圆 的 ， 所 以 
在 * 考 工 记 * 中 规定 ， 在 制造 车 轮 时 要 “ 规 之 以 易 其 较 "， 就 是 
用 区 规 来 检查 车 轮 圆 不 圆 。 


中 风格 斯 “自然 举证 法 )， 人 民 出 版 福 ,1971 年 ,第 18 页 。 
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( 2 ) 藻 轮 虐 要 加 ， 还 必须 使 它 保持 在 同一 平面 内 。* 考 
工 记 说 :“ 蔓 之 以 婚 其 匡 也 ?， 就 是 要 使 车 轮 保 持 在 局 一 个 
平面 只， 矫正 可 能 有 的 焉 斜 。 

(3 ) 车 软 的 辐 条 还 必须 笔直 ， 应 与 贺 的 羊 径 重 合 。* 芳 
工 记 > 说 , “县 之 以 苍 辐 之 直 也 ?， 即 用 甚 物 线 即 慌 直 线 来 萎 
察 车 轮 辐 条 是 否 笔直 ， 是 否 过 圆心 ( 轴 ) 。 

(4 ) 在 制造 农具 、 车 轮 、 兵 器 、 乐 器 等 的 过 程 中 ， 产 生 
了 角 放 的 概念 。* 考 工 记 ?把 直角 叫做 “ 偶 句 中 和 矩 ? ,或 简称 “一 
和 矩 ?。45 " 角 叫 “ 宣 ”，67 "30' 的 角 叫 做 “机 ?，101 ”15 的 角 是 
“ 柯 ? 等 等 。 

(5 ) 弯 刀 和 风纪 是 古代 的 重要 兵器 ， 要 有 一 定 的 规格 。 
《 考 工 记 把 这 种 规格 归结 为 关于 圆周 和 角度 的 知识 一 - 出 
弯 刀 应 是 昼 周 的 1/6 的 弧 形 ， 还 指出 几 种 雕 弓 的 弧 应 是 贺 
周 的 多 少 分 之 一 。 可 见 ， 中 国 古 代 的 数学 为 技术 服务 ， 技 术 
发 展 的 需要 又 推动 了 数学 的 发 展 ， 数 学 与 实践 密切 结合 的 思 
想 早 就 形成 了 。 

( 6 ) 在 大 一 统 的 中 国 古代 社会 中 ， 度 量 衡 是 必须 统一 标 
准 的。 春秋 时 泰 孝公 就 曾 采 纳 商 鞠 的 意见 “ 平 斗 桶 、 权 衡 、 
丈 尺 ” (< 史记 ， 商 君 列 传 >)， 建 立 了 统一 的 度量 衡 制度 。 至 
今 仍然 保存 着 当时 的 标准 量 器 一 一 “ 商 卖 量 ”。« 考 工 记 ， 中 
说 ,“ 量 之 以 为 融 ， 深 上 尽 、 内 方 尺 而 图 其 外 ， 其 实 一 硕 。 其 恬 
一 二 ， 其 实 一 豆 ， 其 丁 三 寸 ， 其 实 一 升 ， 重 一 钧 ?。 这 个 总 也 
是 一 种 标准 量 器 。*《 考 工 记 中 给 出 了 它 的 规格 和 制造 工艺 。 
这 也 是 与 社会 需要 息 息 相 通 的 。 

由 以 上 分 析 不 难看 出 ，* 考 工 记 ?充分 反映 了 当时 人 们 的 
一 种 数学 实用 思想 ， 利 用 数学 来 解决 当时 社会 生产 、 生 活 所 
提出 来 的 各 种 实际 问题 。 它 把 数学 应 用 于 手工 业 生 产 中 ， 实 
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际 上 是 应 用 于 社会 生产 、 生 活 的 各 个 领域 。 同 时 ， 关 于 手工 
业 生 产 的 著述 列 信 了“ 经典? 之 中 ， 说 明 中 国 封建 社会 的 国家 
具有 对 手工 业 进 行 管理 以 至 于 经 营 的 职能 ， 而 要 实现 这 种 职 
能 ， 必 要 的 数学 知识 是 不 可 缺少 的 。 因 此 ， 在 中 国 古 代 ， 数 
学 成 为 “六 艺 ?之 一 ， 人 们 把 数学 看 作 一 种 实用 的 技艺 ， 应 用 
到 社会 生产 和 生活 的 各 个 领域 中 去 。 后 来 ， 数 学 实用 思想 不 
斯 发 展 ， 成 为 中 国 古 代数 学 思想 的 重要 特点 之 一 。 

5。 + 周 体 算 经 ;的 数学 思想 

《 周 租 算 经 ?是 一 部 天 文学 著作 ， 其 成 书 年 代 约 为 公元 前 
1 世纪 。 书 中 系统 地 把 数学 应 用 于 天 文学 ， 是 中 国 古 代 著 名 
的 “数理 天 文学 ?的 早期 著述 之 一 。 书 中 提供 了 数学 发 展 的 早 
期 的 情况 。 

《 周 牌 算 经 说: “和音 者 周公 问 于 商 高 日 ，… 请 问 数 安 从 
出 ? 商 高 日 ， 数 之 法 ， 出 于 圆 方 ， 山 出 于 方 ， 方 出 于 矩 ， 什 
出 于 九 九 八 十 一 。 故 折 和 矩 以 为 勾 广 三 ， 股 修 四 ， 径 隅 五 。… 

… 故 策 之 所 以 治 天 下 者 ， 此 数 之 所 生 也 ”。 

这 段 话 表述 了 这 样 一 些 思 想 ，( 1 ) 指 出 数学 是 由 社会 实 
修 活 动 ( 禹 治 天 下 ) 中 产生 的 ，( 2 ) 数 是 在 测量 中 产生 的 ， 数 
和 形 有 密切 的 关系 ， 对 形 的 测量 就 表示 为 数 ， 因 而 对 形 的 研 
究 是 通过 对 数 的 计算 实现 的 ， 由 此 发 展 出 了 中 国 古 代数 学 以 
计算 、 尤 其 是 以 算法 为 主要 内 容 的 特点 ，( 3 ) 商 高 《公元 前 
11 世 纪 ) 就 已 知 勾 股 定理 的 一 个 特例 ，3? + 42 = 525 《 周 租 算 
经 ?又 指出 ， 陈 子 ( 据 推 证 为 公元 前 六 七 世纪 人 @) 已 得 出 “ 勾 
股 各 自 乘 ， 并 而 开 方 除 之 ?就 是 纺 ， 这 已 得 出 色 股 定理 , 但 定 
理 的 表述 则 是 一 个 算法 。 这 种 与 实践 密切 结合 的 思想 、 重 计 
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算 、 内 容 算 法 化 的 思想 后 来 都 得 到 长 足 的 发 展 。 

《 周 牧 算 经 ?对 于 出 晶 (一 般 出 时 或 天 文 则 量 ) 太 有 下 要 的 
贡献 ， 其 测量 工具 用 “ 矩 ? (直角 尺 ， 可 以 说 是 一 个 直角 三 角 
形 ) ,其 测量 方法 就 是 采用 勾 股 定 晶 进行 计算 的 方法 。 它 说 ， 
《* 用 上 矩 之 道 ?)“ 平 所 勾 正 绳 ， 候 和 矩 以 望 高 ， 覆 和 邱 以 测 深 ， 臣 
抑 以 知 远 ， 环 邱 以 为 圆 ， 合 矩 以 为 方 。" 意思 就 是 ， 用 准绳 
( 绳 下 束 一 重 物 ) 可 删 得 向 委 线 ， 使 抵 钓 一 个 边 与 铅 得 线 密 
合 ， 另 一 个 边 则 是 水 平方 向 ， 以 此 可 以 确定 水 平 。 仰 看 和 矩 可 
以 测 出 高 ， 如 图 1.13 所 示 ， 求 瓦 玖 之 法 。 把 矩 翻 过 来 ， 如 图 
1.14 所 示 ， 就 可 以 测 出 低 于 水 平面 的 深度 ， 若 将 怎 放 平 ， 如 


图 .13 图 1.14 

土 两 图 所 未 为 图 形 就 在 水 平面 上 ， 忆 已 就 是 两 点 的 距离 ， 可 
用 短 法 求 之 。 国 定 矩 的 斜 边 ( 弦 )， 直 角 顶 点 的 轨迹 就 是 一 个 
图 ， 两 个 和 矩 合 起 来 就 得 到 一 个 矩形 。 

如 果 图 中 的 已 屎 是 人 们 无 法 达到 的 ,能 否 副 量 呢 ? < 周 鞋 
算 经 ?给 出 了 其 测量 法 ， 即 “ 测 日 高 >。 有 具体 是 用 和 矩 (这 里 表示 
为 “ 苯 ” 一 一 八 尺 长 的 木村 和 它 的 影子 ) 测 两 次 ， 再 用 色 股 定 
理 计算 。 其 方法 如 图 1,15 所 示 。 其 中 S$ 是 太阳 ，57 为 日 高 ， 
AC = DF = h“ 葡 ”长 (8 尺 )，B C ,EF 为 阳光 下 ( 某 日 正 
午 同时)“ 钥 ”的 影 攻 ,EF=CG= 6,BC=BG+CG=a+b, 
AD=CF=qd (2000 里 ) ， 如 图 不 信和 个 小 
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图 1.15 


xX:h=d:a, y:b=di:a 


a 、b、d、 有 都 可 测 知 ，x 、y 不 难得 出 ， 日 高 即 可 知 。 还 可 
雇 进 一 步 用 勾 股 定理 求 出 “ 钵 ”" 距 日 的 距离 (SD 或 54)。 

< 辕 苯 的 测量 术 中 一 再 应 用 勺 股 定理 ， 后 来 匆 股 定理 腺 
浙 发 展 成 为 中 国 古代 数学 中 的 一 个 典型 的 数学 模型 。 数 学 中 
广泛 采用 模型 法 的 思想 也 发 展 起 来 。 在 天 文 、 测 量 中 广泛 应 
用 数学 ， 也 是 数学 实用 思想 的 一 个 重要 开端 之 一 。 
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二 《 九 章 算术 》 的 思想 方法 


中 国 古 代 的 数学 思想 方法 ， 源 远 流 长 ， 从 几 十 万 年 前 的 
原始 社会 开始 ,经 过 漫长 的 历史 年 代 ,形成 了 数 和 形 的 概念 ， 
创造 了 世界 上 最 早 的 十 进位 值 制 记 数 法 ， 经 过 商 周 ， 特 别 是 
春 耿 战国 时 代 的 发 展 ， 不 断 有 所 创新 ， 逐 渐 形成 了 独 具 特 色 
的 中 国 古代 数学 思想 方法 的 锥 型 。 正 如 * 周 易 ? 和 其 他 先秦 文 
献 所 反映 的 ， 中 国 古代 数学 在 与 天 文 、 技 术 、 哲 学 、 教 育 以 
及 社会 生活 的 诸多 方面 的 结合 中 ， 突 出 了 数学 的 实用 思想 、 
辩 汪 思想 ， 相 对 地 忽略 了 系统 的 逻辑 思想 ， 重 视 实用 问题 的 
计算 ， 缺乏 理论 的 建构 。 同 时 ， 古 老 的 数学 神秘 思想 ， 也 象 
幽灵 一 样 ， 若 隐 车 现 地 对 数学 的 发 展 起 着 干扰 作用 。， 

< 九 章 算术 。 可 以 看 作 中 国 古代 数学 思想 方法 的 集 中 表 
现 ， 它 承前启后 ， 英 定 了 中 国 古 代数 学 思想 方法 的 基础 。 它 
又 是 中 国 古 代数 学 文献 的 典范 ， 它 的 思想 方法 ， 在 1000 多 年 
闻 支 配 着 中 国 的 数学 领域 ， 也 是 现代 数学 思想 方法 的 重要 源 
泉 之 一 。 


2.1 古代 数学 的 经 典 著 作 


一 一 《 九 章 算 术 》 


< 九 章 算术 是 中 国 古 代 的 一 本 传世 数学 名 著 。 它 不 是 一 
个 人 的 作品 ， 也 不 是 在 一 个 时 代 里 完成 的 ， 它 是 经 过 历代 名 
家 的 修订 和 增补 ， 才 逐渐 成 为 定 本 的 。 正 因为 如 此 ， 其 中 也 
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就 几乎 集中 了 过 去 和 当时 的 全 部 数学 知识 。 

九 章 算 术 ; 的 确切 起 始 年 代 还 无 法 确定 ， 只 知 在 汉代 经 
过 张 苍 ( 约 公元 前 200 年 ) 和 耿 寿 昌 ( 约 公元 前 50 年 ) 的 整理 .人 
们 倾向 于 认为 那 时 已 大 体 上 成 为 定 本 。1984 年 湖北 张 家 山 汉 
幕 出 土 的 西汉 竹简 * 算 数 书 ?( 公 元 前 2 世纪 初 ) 与 4 九 章 算术 》 
有 很 多 相似 的 地 方 ， 可 为 佐证 。 现 在 传世 的 * 九 章 算术 > 是 允 
三 国 时 人 刘 徽 (公元 263 年 ) 注 的 注解 本 。 

< 九 章 算术 虽然 成 书 于 汉代 ， 但 它 的 内 容 包 括 了 汉 以 前 
.的 重要 数学 成 果 ， 它 的 思想 方法 是 中 国 古 代数 学 思想 方法 的 
-总 结 和 新 发 展 的 起 点 ， 对 中 国 古 代数 学 感想 方法 的 发 展 具有 
划时代 的 意义 。 

《 九 章 算术 ?是 以 应 用 问题 集 的 形式 表述 出 来 的 ， 一 共 收 
入 246 个 问题 。 先 举 出 问题 ， 然 后 给 出 答案 ， 考 察 一 类 问题 
后 再 给 出 “ 术 ? ， 术 是 怎样 解 这 类 问题 的 一 种 算法 。 全 书 共有 
:202 个 “ 术 ”。 在 编排 上 ， 把 246 个 问题 分 为 九 章 ， 这 是 书 名 的 
来 历 。 每 意 有 若干 个 问题 。 九 章 的 名 目 和 主要 内 容 如 表 2.1 
所 示 。 

《 九 章 算术 ?的 思想 方法 的 主要 特点 如 下 ， 

(1 开放 的 、 归 纳 性 的 表述 体系 。 

(2 ) 算 法 化 的 内 容 。 

(3 ) 模 型 化 的 方法 。 

(4 ) 利 用 算 筹 作 计算 工具 。 

不 难看 出 ，《 九 章 算术 思想 方法 的 特点 ， 正 是 继承 和 发 
蝶 了 中 国 古 老 的 数学 思想 ， 反 映 了 中 国 古 代 社 会 的 生产 方 
. 式 、 思 维 方式 和 生活 方式 的 某 些 特 点 。 它 商定 了 中 国 古 代数 
学 思想 方法 的 基础 ， 指 引 了 中 国 古 代数 学 发 展 的 方向 ， 为 创 
. 造 光辉 的 数学 成 果 开 有 辟 了 广 阀 的 前 途 ， 为 培养 数学 人 才 提 供 
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主要 内 容 | 重要 的 术 


1 方 田 38 | 21 rs Ed 
| 积 有 关 的 分 数 四 则 运算 。 圆 术 


2 式 潭 46 | 33 | 计算 各 种 术 食 况 换 问题 ， 检 . 竹 , 渤 、| 今 及 
| ”| 经 、 布 等 生产 、 生 活 资 料 的 买卖 问 终 率 术 
|。 厦 ， 比例 问 题 。 | 


3 悦 分 20 | 22 护 一 定 比例 进行 分 配 的 问题 ， 按 等 级 着 分 术 
制 分 配 物品 、 税 收 、 昼 款 、 计 工 、 贷 | 返 训 术 
款 利息 ， 粮 食 买 卖 等 


4 | 少 广 | 24 | 16 已 知 矩 形 田 面积 及 一 边 求 另 一 边 ，， 关 | 开 方术 、 开 
于 正方 形 、 圆 形 、 立 方 体 、 球 体 等 求 圆 术 ， 开 立 
积 问 题 ( 开 启 了 中 国 古代 解 一 元 高 次 方术 ， 开 立 
方程 的 先河 ) 贺 术 


5 售 功 28 | 24 | 土方 工程 的 计算 。 关 于 搞 城 、 开 渠 、| 委 票 术 
| 开 运 河 、 修 提 坝 、 建 禄 名 等 的 应 用 问 | 阴 马术 
题 。 给 出 多 种 立体 体积 的 求 积 算法 。| 刍 童 术 
开创 了 中 国 古 代数 学 中 的 独特 的 数学 
证 明 方法 。 

6 | 均 输 | 28 | 28 | 关于 “ 均 共 平 鹤 ?政策 一 一 当时 按 各 地 均 输 术 
| 区 人 口 多 少 、 路 途 远近 、 生 产 的 粮食 
种 类 、 双 交纳 实物 或 摊派 德 向 的 计算 方 | 
法 。 


7 | 总 夺 | 20 | 17 导出 和 运用 :至 不 足 本 "的 应 用 问题， 至 不 峡 林 
足 是 一 种 常用 数学 模型 
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a 


| + i | 
刘 次 训 名 到 煞 到 主 要 内 容 | 重要 的 术 


8 方 种 18 | 19 线性 方程 组 解 的 有 关 应 用 同 直 。 利 方程 术 ， 正 
| “| 用 算 筹 摆 法 来 解 线性 方程 组 ， 实 际 上 | 负 玉 

| | “| 相当 于 现在 利用 线性 方程 组 系数 增 广 
矩阵 变换 的 方法 


利用 勾 股 定理 来 求解 的 应 用 问题 ， 开 ! 色 股 术 
创 直角 三 角形 租 似 法 进行 测量 计算 ， 
解决 了 关于 高 度 、 深 度 和 广度 的 各 种 
测量 计算 问题 。 


© 
心 
深 
to 
Pog 
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了 丰富 的 营养 。《 九 章 算术 ?的 思想 方法 是 中 国 十 人 给 中 国 和 
世界 数学 提供 的 一 份 宝贵 的 财富 。 


2.2 开放 的 归纳 体系 


《 九 章 算术 ?以 及 后 来 的 大 部 分 中 国 古 代数 学 著作 都 采 肝 
了 一 种 开放 的 归纳 体系 。 

所 谓 开放 ， 指 的 是 数学 体系 作为 一 个 系统 来 说 ， 不 是 自 
足 的 、 封 闭 的 ， 而 是 与 外 界 经 常 进行 信息 交换 的 。 如 前 节 所 
介绍 的 ，< 九 章 芍 术 » 与 当时 的 社会 生产 、 生 活 等 无 不 有 着 密 
切 的 、 直 接 的 联系 ， 它 的 问题 几乎 都 来 自 社 会 生产 、 生 活 的 
实践 。 数 学 著述 的 目的 就 是 为 了 解决 这 些 实际 问题 。 所 谓 归 ， 
押 体 系 ， 指 的 是 数学 的 表述 体系 且 由 个 别 到 一 般 的 推导 方式 
组 成 的 。 下 面 分 别 来 探讨 它们 。 

1。 数学 理论 与 社会 卖 际 相 结合 的 体系 

由 前 面 作 的 介绍 可 知 ,“ 九 章 算术 > 中 给 出 的 246 个 问题 
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实际 问题 ， 它 们 几乎 包括 了 一 个 以 


多 是 社会 企 产 和 生活 中 的 
农耕 为 主 的 封建 社会 的 社会 生产 和 生活 的 各 个 领域 的 问题 。 
图 2.1 中 给 出 了 * 九 音 算 术 ， 中 各 章 问题 与 社会 生产 、 流 通 、 
交换 、 分 配 、 消 费 等 各 经 济 领域 的 关系 。 我 们 作 些 进 一 步 的 


分 析 。 
一 一 去 有 关 
方 国 
类 生产 条 域 勾 妥 
消 广 分 配 便 碟 家 分 
为 洽 ' 访 反锁 吉 . 商 荔 
力 程 消费 领域 六 不 是 


《 九 章 算术 ，* 第 一 章 “ 方 田 ? 的 前 两 题 为 : 
“1. 今 有 田 广 十 五 步 , 从 十 六 步 。 问 为 田 儿 何 。 答 日 ， 一 


a 


机 。 

2. 今 有 田 广 十 二 步 ， 从 十 四 步 。 问 为 田 几 何 。 答 日 : 一 
百 六 十 八 步 。” - 

题 后 有 术 : “ 方 田 术 日 ， 广 从 步 数 相 乘 为 积 步 。” 其 中 
“ 广 ? 即 宽 , “从 ? 即 长 ， 是 求 矩形 田地 的 面积 。 求 田地 面积 是 
直接 从 农业 生产 中 来 的 问题 。 这 一 章 还 有 关于 “寺田 ”三 角 
形 田 ), “ 缆 田 *、“ 竹 田 "( 梯 形 田地 ) “ 圆 田 "， “ 弧 田 ”弓形 
由 ),，“ 环 田 ”( 贺 环形 田地 ) 等 的 面积 计算 问题 。 

土地 问题 ， 历 来 就 是 中 国 古 代 社 会 中 的 关键 性 问题 。 土 
地 一 直 是 人 们 的 主要 生产 资料 ,西周 分 封 诸侯 , 即 分 封 土地 ; 
-春秋 战国 以 来 ， 土 地 逐渐 私有 ， 但 “王侯 "仍然 有 着 本 国土 地 
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的 实际 所 有 权 ， 地 主要 向 国家 交 税 纳 租 。 秦 汉 统 一 天 下 ， 建 
立 了 一 个 封建 的 大 一 统 的 帝国 ，“ 天 子 ” 成 为 天 下 土地 的 主 
人 ， 所 有 的 政策 、 生 产 锋 都 与 土地 有 直接 的 关系 ， 十 地 面积 
的 测量 计算 确 是 中 国志 代 国 计 民 生 的 一 件 大 事 。“ 方 田 ”" 章 反 
映 了 这 一 点 ， 是 直接 为 社会 生产 、 生 活 服务 的 。 

《 九 章 算术 第 二 章 “ 栗 米 "， 开 头 是 ， 


“ 栗 米 之 法 
村 率 五 十 析 米 三 十 
粮 米 二 十 七 艇 米 二 十 四 
御 米 二 十 一 小 秆 十 三 半 


*“ 今 有 术 日 ， 以 所 有 数 乘 所 求 率 为 实 ， 以 所 有 率 为 法 , 实 
如 法 而 一 ”。 
这 实际 上 是 给 出 了 一 个 各 种 粮食 兑换 的 比率 表 。 所 谓 聚 
米 ， 指 的 是 谷子 。 谷 子 五 斗 ， 去 皮 得 三 米 (糙米 ) 三 斗 ， 再 春 
为 粮 米 ( 九 折 米 ) 二 斗 七 升 , 峻 米 ( 八 折 米 ) 二 斗 四 升 、 御 米 ( 七 
折 米 ) 二 斗 一 升 ， 磨 为 细 均 面 一 斗 三 升 半 ， 等 等 。 所 以 有 
票 米 : 枉 米 =50:30， 
粟米 : 粮 米 = 50:27， 
因为 表 中 都 以 票 米 为 标准 ， 所 以 称 为 “ 栗 米 之 法 ”。 
“ 今 有 术 ?” 是 一 种 比例 算法 ， 即 按 表 中 给 出 的 比率 进行 计 - 
算 ， 有 具体 算法 是 
所 求 数 = (所 有 数 x 所 求 率 ) + 所 有 率 
“ 实 * 为 被 除数 , “法 ”为 除数 ,“ 实 如 法 而 一 " 指 用 实 除 以 法 就 
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得 到 一 个 结果 ， 以 下 同 此 。 

“ 票 米 ” 章 接着 举 了 31 道 粮食 交换 问题 ， 都 用 “ 今 有 术 ” 求 
解 。 例 如 ， 

“ 今 有 桶 一 斗 , 欲 为 酉 米 。 问 得 几何 。 答 日 :为 粕 米 六 升 ?。 
《第 一 题 》 

这 里 粕 米 是 所 求 数 ， 一 斗 是 所 有 数 。 所 有 素 : 所 求 率 = 
60:30( 见 前 表 )。 故 有 


粕 米 数 =(1x30)+50=0.6( 斗 )。 


农业 是 中 国 古 代 社会 最 重要 的 生产 部 门 ， 以 物 易 物 的 农 
产品 交易 是 中 国 古 代 农 业 生 产 发 展 的 不 可 缺少 的 环节 ， 以 上 
所 述 按 比例 兑换 粮食 就 来 源 于 这 种 实践 。 这 一 章 中 还 涉及 到 
关于 丝 、 羽 、 竹 、 谈 , 布 等 生产 或 生活 资料 的 贸易 计算 问题 。 
它们 都 直接 来 源 于 社会 生产 或 生活 。 

更 能 说 明 ¢ 九 章 算术 体系 对 于 社会 生 渤 的 开放 性 的 是 第 
六 之 “ 均 输 ?。 其 第 一 题 为 ， 

“分 有 均 输 票 ， 里 具 一 万 户 ， 行 遵 八 日 ; 乙 县 九 千 五 百 
户 ， 行 道 十 日 ， 丙 县 一 万 二 千 三 百 五 十 户 ， 行 道 十 三 日 ， 丁 
县 一 万 二 千 二 百 户 ， 行 道 二 十 日 ， 各 到 输 所 。 凡 四 县 赋 ， 当 
输 二 十 五 万 解 ， 用 车 一 万 乘 。 欲 以 道里 远近 ， 户 数 多 少 ， 豪 
( 按 比例 ) 出 之 。 问 票 、 车 各 儿 何 。 

“ 答 日 ， 甲 县 票 八 万 三 千 一 百 航 , 车 三 千 三 百 二 十 四 乘 。 
乙 县 桶 六 万 三 千 一 百 七 十 五 狸 ， 车 二 千 五 百 二 十 七 乘 。 丙 县 
村 六 万 三 千 一 至 七 十 五 射 ， 车 二 千 五 百 二 十 七 乘 。 丁 县 于 四 
万 五 百 五 十 狸 ， 车 一 千 六 百 二 十 二 乘 。 

“ 均 输 术 日 : 令 县 户 数 ,各 如 其 本 行道 日 数 而 一 ,以 为 衰 。 
: 邹 衰 一 百 二 十 五 ， 乙 、 丙 衰 各 九 十 五 ， 征 衰 六 十 一 ， 副 并 为 


二 《 儿 章 算术 :的 思想 方法 41 


法 。 以 赋 票 车 数 乘 未 并 者 ， 各 自 为 实 。 实 如 法 得 一 车 。 有 分 
者 ， 上 下 垄 之 。 以 二 十 五 铅 乘 车 数 ， 即 杰 数 。” 

这 个 “ 术 ” 的 意思 是 ， 各 县 按 其 行道 日 数 ， 按 排 与 行道 日 
数 相同 的 户 数 共 出 一 车 ， 如 甲 县 要 行道 八 日 ， 则 使 八 户 共 出 
-一 车 ， 乙 县 要 行 十 日 ， 则 使 十 户 共 出 一 车 ， 这 样 就 等 于 在 路 
上 每 一 户 一 日 出 一 车 ， 就 达到 了 *“ 平 准 、 均 输 ? 的 目的 了 。 再 
以 各 县 户 数 、 算 出 四 县 的 出 车 比例 (“ 衰 > )， 用 共 出 一 车 的 户 
数 除 总 户 数 即 得 。 四 县 出 车 比例 为 125:95 :95 :61。 把 这 些 比 
例 数 加 起 来 作 除数 ， 用 总 车 数 和 某 县 的 比例 的 乘积 为 被 除 
数 ， 就 得 出 该 县 应 出 车 数 。 如 果 得 出 的 车 数 有 分 数 ， 则 引 舍 
五 入 为 整数 。 再 以 25 解 乘 车 数 ， 就 得 各 县 当 出 粟 数 。 按 此 ， 


_ 10000x125  . 1250000 .22 
甲 县 车 数 = a5 T95795+61 ”B76 “332447， 


乙 县 车 数 = 1 X95 - 252647s 


两 县 车 数 同 乙 县， 


x 

丁 县 车 数 = 10000 61 =162216, 

四 舍 五 入 ， 四 县 各 出 车 数 为 ，3324,2527, 2527, 1622。 
与 “ 答 ? 的 数 同 。 这 里 的 * 有 分 者 ， 上 下 辈 之 ” (有 分 数 ， 则 四 
合 五 人 为 整数 ) 是 近似 计算 的 一 项 重要 成 就 ， 也 是 问题 来 源 
于 实践 ， 和 社会 实际 密切 相关 的 一 个 重要 证 据 ， 因 为 实际 
外， 车 只 能 是 整数 。 

所 谓 “ 均 输 ” 指 的 是 汉 武 帘 元 封 元 年 (公元 前 110 年 ) 开始 


42 中 国 古代 数学 思想 方法 


实行 的 有 关 交 纳 租税 和 摊派 御 役 的 “ 均 输 平 准 ?政策 ， 内 容 是 
按 各 地 的 人 口 多 少 、 路 途 远近 、 谷 物 和 其 他 实物 的 种 类 而 合 
理 负担 租税 和 特 役 。 当 然 ， 这 类 问题 并 非 汉 朝 才 产生 ， 实 际 
上 很 里 就 产生 了 如 何 摊派 租税 和 得 役 的 问题 。 春 秋 战 国 ， 各 . 
国 交战 不 停 ， 动 则 出 动 数 万 人 马 ， 征 战 不 息 ， 秦 始 皇 动员 数 
十 万 人 筑 长 城 和 宫殿 陵 幕 ， 长 达 几 十 年 。 这 种 沉重 的 负 报 如 
何 分 给 各 地 各 户 ， 这 是 一 个 老 问题 ， 也 是 一 个 关系 国计民生 . 
的 大 问题 。 显 然 是 古代 “运筹 帷 幅 "进行 国家 管理 的 主要 内 容 
之 一 。 汉 武帝 时 把 均 负担 的 方法 法 律 化 、 制 度 化 ， 产 生 了 均 
输 平 准 政策 ， 实 施 这 一 政策 的 重要 工具 之 一 就 是 数学 。《 九 章 
算术 ， 为 此 设 章 ， 为 均 输 平 准 政策 提供 算法 ， 说 明了 数学 与 
社会 实际 密切 结合 ， 随 时 与 社会 进行 信息 交换 的 数学 思想 ， 
说 明了 < 九 章 算 术 > 体 系 的 开放 性 。 

其 他 各 章 也 是 这 样 。 纵 观 * 九 章 算术 ?， 其 问题 多 数 直 接 
来 自 社会 生产 和 生活 的 实践 ， 其 得 到 的 结果 又 直接 应 用 于 解 
决 生产 和 生活 实际 中 的 问题 。 所 以 我 们 说 ，< 九 章 算术 ， 的 表 
述 体系 是 一 个 开放 体系 。 

2. 由 个 别 到 一 般 的 归纳 体系 

< 九 章 算术 的 表述 体系 是 一 个 由 个 别 到 一 般 的 推导 方式 - 
建立 起 来 的 。 多 是 先 举 出 某 一 社会 生活 领域 中 的 一 个 或 几 个 
个 别 问题 ,由 此 归纳 出 某 一 类 问题 的 一 般 解 法 一 一 算法 ( 术 )， 
再 把 各 类 算法 综合 起 来 ， 得 到 解决 该 领域 中 的 各 种 问题 的 方 
法 ， 就 构成 一 章 ， 再 把 解决 社会 生产 、 生 活 各 领域 中 的 问题 
的 数学 方法 综合 起 来 ， 归 纳 而 成 整个 九 章 算术 >。 归 纳 也 包 
含 另 一 层 含意 ， 即 按 解 决 问题 所 需要 的 数学 方法 进行 归纳 ， 
许多 不 同 领域 的 问题 可 能 应 用 了 相同 的 计算 方法 ， 从 这 些 方 
法 中 找 出 普遍 的 东西 一 一 提炼 出 数学 模型 。 再 以 模型 立 章 归 
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和 人 +* 九 章 算术 ?之 中 。 这 是 以 归纳 方式 建构 体系 的 两 种 主要 方 
式 。 下 面 分 别 来 探讨 它们 。 

前 面 说 明 体系 的 开放 性 时 举 的 几 个 实例 都 是 第 一 种 建构 
体系 的 方式 。 如 “ 方 田 ” 章 的 第 一 题 和 第 二 题 都 是 个 别 性 的 问 
题 ， 通 过 对 它们 的 具体 研究 ， 得 出 求 矩形 田 面 积 的 一 般 算法 
一 -一 方 田 术 。“ 均 输 ” 章 的 例子 也 是 这 样 ， 由 一 些 个 别 的 问题 
得 出 计算 均 输 问题 的 一 般 算法 -一 - 均 输 术 。 再 举 一 例 。 

“ 商 功 ? 章 有 这 样 三 道 题 ， 

“23. 今 有 委 桶 平地 ， 下 周一 十 二 丈 ， 高 一 丈 。 问 积 及 为 
标 几何。 答 日 ， 积 八 千 尺 ， 为 粟 二 千 九 百 六 十 二 解 二 十 七 分 
斜 之 二 十 六 。 

24. 今 有 委 项 依 垣 ， 下 周三 丈 ， 高 七 尺 。 问 积 及 为 茂名 
几何 。 答 日 ， 积 三 百 五 十 尺 。 为 茂 一 百 四 十 四 饼 二 百 四 十 三 
分 解 之 八 。 

25. 今 有 委 米 依 垣 内 角 ， 下 周 八 尺 ， 高 五 尺 。 问 积 及 为 
米 各 几何 。 答 日 ， 积 三 十 五 尺 九 分 尺 之 五 。 为 米 二 十 一 和 解 七 
百 二 十 九 分 镍 之 六 百 九 十 一 。 

委 栗 术 日 ， 下 周 自 乘 ， 以 高 乘 之 ， 三 十 六 而 一 。 其 依 垣 
者 ， 十 八 而 一 。 其 依 垣 内 角 者 ， 九 而 一 ”。 

译 成 现代 汉语 ，: 

23. 有 一 些 谷子 ， 堆 积 在 平地 上 成 圆锥 形 )， 它 的 底 圆 
舍 长 是 12 丈 ， 高 2 丈 ， 问 它 的 体积 和 谷子 数 各 是 多 少 。 

24. 有 一 些 豆 子 ， 洁 墙 堆积 ， 它 的 底 圆 半 周 长 为 3 丈 ,高 
7 尺 ， 问 它 的 体积 和 豆子 数 各 多 少 。 

25。 有 米 若 干 ， 堆 积 在 墙 内 角 ， 它 的 底 贺 周 长 的 1/ 4 是 
.8 尺 ， 高 5 尺 ， 问 它 的 体积 及 米 数 各 是 多 少 。 

其 维 积 形状 分 别 如 图 2,2 之 a 、b 、c 所 示 。 
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下 面 用 计算 公式 (符号 如 图 2.2) 译 出 “ 委 枝 术 ” 并 作 具 体 : 
计算 ( 表 2.2) 。 其 中 ，2700 是 每 和 解 标的 体积 ( 寸 *) ，2430 和 
1620 分 别 是 每 射 丈 和 米 的 体积 。 

这 也 是 由 个 别 问题 引出 一 般 算法 的 。 这 个 例子 是 一 个 有 
重要 意义 并 且 十 分 常用 的 算法 ， 它 来 自 社会 生活 (农业 生产 - 
及 农产品 存 喧 、 贸 易 等 ) ,又 用 于 解决 社会 生活 中 的 问题 。 后 
来 ， 在 “ 委 粟 术 ” 的 基础 上 形成 了 计算 堆积 的 歌诀 〈 是 一 种 简 . 
明 的 算法 )， 在 我 国民 间 广 泛 流传 

光 堆 法 用 三 十 六 ， 

侍 辟 须 分 上 八 停 ， 

内 角 聚 时 如 九 一 ， 

外 角 三 九 些 分明。 
最 后 一 名 指 的 是 依 垣 外 角 ( 见 图 2.2 之 d) 的 堆积 十 。 处 理 问 题 
确实 是 由 个 别 到 一 般 的 。 同 时 也 再 次 说 明了 < 九 章 算术 体系 
的 开放 性 。 


本 DD 攻关 于 “中 国 古 算 题 选 解 》 科学 并 及 出 版 社 ，1935 年 ， 第 28-29 页。 
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衷 2.2 
原 文 | 公 式 | i 你 计 算 
ee 一 - | 一 
下 周 自 梁 ， ! 1 1 
以 守之 ， 了 360m% | "736 *120X120x20 
三 十 六 而 一 。 =8060( 尺 3) 
< 圆锥 ) (cl 圆周 ,高 ) 8000000+270= 2962-25-( 衣 ) 
其 依 垣 者 ， V = 圳 ch = x 30x 30 x7= 350( 八 ?) 
十 八 而 一 。 1 1 
《圆锥 的 一 半 )Kea， 圆 周 之 半 ) 250000+ 2430= 144 本 4 《( 解 ) 
其 依 垣 内 角 = csh V = 一 x8x8x5=35-3 (站 9 
者 ; 九 而 一 。 
( 圆锥 的 四 | (cs,174 贺 周 ) | -1 x320000+1620= 2159t (所 
分 之 一 )。 9 ‘9 
再 看 归纳 体系 的 另 一 种 建构 方式 一 一 以 数学 模型 建 章 的 


方式 。《 九 章 算 术 ? 中 “ 蛋 不 足 ?、“ 方 程 ? 和 “ 勾 股 ?等 章 都 是 以 
常用 数学 模型 建 章 的 。 

“ 熏 不 足 ? 章 开头 先 列 出 四 个 一 、 不 足 问题 ， 如 第 一 是 ， 
“* 今 有 共 买 物 ， 人 出 八 ， 登 三， 人 出 七 ， 不 是 四 。 问 人 数 、 
.物价 各 几何 。 答 日 ， 七 人 ,物价 五 十 三 。” (译文 ， 今 有 若干 人 
共同 买 东西 。 如 果 每 人 出 8 个 钱 则 多 出 3 个 钱 ! 如 每 人 出 7 
个 钱 则 少 4 个 钱 。 问 人 数 有 多 少 ， 物 价 是 多 少 。) 由 解 这 些 
个 别 问题 归纳 出 “ 蛋 不 足 术 ”:， “ 置 所 出 率 ， 人 一、 不 足 各 居 其 
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下 。 令 维 乘 所 出 率 ， 洗 以 为 实 。 并 杉 、 不 足 为 法 。 实 如 法 而 
一 。 有 分 者 ， 通 之 。 锡 不 足 相 与 同 其 买 物 者 ， 置 所 出 率 ， 以 
少 碱 多 ， 剑 ， 以 约法 、 实 。 实 为 物价 ， 法 为 人 数 。?” (译文 : 
列 出 前 后 两 个 假设 (如 第 一 题 中 人 出 8 钱 和 7 钱 ) 的 数 ， 把 你 
次 假设 所 得 的 盈 和 不 足 之 数 别 在 “ 率 ” 之 下 。 这 四 个 数 就 排 成 
一 个 方形 、 交 叉 相 乘 ， 得 到 的 两 个 积 加 起 来 ， 以 其 和 作为 被 
除数 ， 以 盈 数 和 不 足 数 之 和 作为 除数 ， 作 除法 得 到 的 商 就 是 
每 人 应 出 的 钱 数 ( 按 此 钱 出 则 无 悚 无 不 足 )。 再 看 所 出 率 ， 用 
多 的 减 去 少 的 ， 用 其 差分 别 除 上 面 所 得 的 除数 (法 ) 和 被 除数 
( 实 ;， 订 得 的 商 就 分 别 是 人 数 和 物价 。) 

以 第 一 题 为 例 说 明 “ 术 ”的 具体 用 法 ， 按 术 是 用 算 筹 计算 
的 算法 ， 具 体 的 算 筹 排 布 如 图 2,3 所 示 ， 为 明显 计 ， 把 筹 算 
数字 改 记 为 现代 数字 ， 两 边 的 文字 为 术 ， 即 计算 方法 ， 


置 所 出 率 8 7 
和 盈 、 不 足 各 居 其 下 3 4 
维 乘 所 出 率 32(=8x4) 21(=7x3) 
并 以 为 实 53(=32+31) 
并 盈 、 不 足 为 法 7(=3+4) 


4-3=1 ”和田 所 出 率 ， 以 少 减 
多 ， 余 以 约法 、 实 


法 为 人 数 了 = 了 
实 为 物价 =53 
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用 现代 数学 方法 说 明 ， 设 人 数 为 x ， 物 价 为 》， 每 人 出 
找 a， 八 5b， 出 钱 49， 不 足 56 ， 则 有 


| y=ax~-b 

y=a’xt+b’ 

解 之 有 x= 了 9 y= 中 Tb. 

与 图 2,3 所 示 结 果 以 至 过 程 是 非常 一 致 的 。 这 里 ,，“ 实 如 法 而 
一 ”， 得 出 每 人 在 无 一 、 无 不 足 情 况 下 应 出 钱 数 


了 _ ab’ ++a’b 


x a+b’® 


“和 司 不 足 ? 章 中 共有 20 题 。 前 8 题 部 是 有 杉 、 不 足 的 问 
题 ， 后 12 题 并 不 是 仅 不 足 问 题 ， 但 仍然 采用 了 发 不 足 术 来 
解 。 例 如 第 10 题 ， 

“ 今 有 垣 高 九 尺 。 瓜 生 其 上 ， 蔓 日 长 七 寸 。 领 生 其 下 , 蔓 
日 长 一 尺 。 问 几何 日 相 考 ， 瓜 领 各 民 几 何 。 答 日 ， 五 日 十 七 
分 日 之 五 。 扎 长 三 尺 七 寸 十 七 分 寸 之 一 ， 孝 长 五 凡 二 寸 十 七 
分 寸 之 十 六 。? (译文 ， 有 一 墙 高 9 尺 。 墙 顶 生 一 颗 瓜 ， 瓜 莹 
每 日 向 下 长 7 寸 。 墙 下 生 一 颗 令 hi， 轿子 ， 一 种 一 年 生 蓝 
芭 草 本 植物 ， 其 果实 也 叫 侨 ， 可 做 菜 )， 轿 蔓 每 日 向 上 长 1 
尺 。 问 几 日 后 瓜 叙 莹 相 过 。) 

这 本 是 一 个 一 次 方程 间 题 。 设 x 日 瓜 、 诱 相连 ， 则 此 时 
生 蓝 长 0.7x 尺 ， 撤 蔓 长 x 尺 ， 按 题 意 ， 有 


x+0.7X= 9 
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得 x = 5 襄 ( 日 )。 但 < 九 韶 算 术 ， 中 仍 采 用 了 本 不 足 术 来 旬 。 
先 作 两 次 假设 ， 每 次 假设 就 是 一 个 近似 解 ， 按 股 设 依 下 
意 求 出 盈 和 不 足 之 数 ， 再 用 僵 不 足 术 求解 ; 
5 昌之 后 ， 瓜 草 氏 3.5 尺 ， 轿 蔓 长 5 尽 ， 不 足 0.5 及 6 
日 后 ， 又 比 9 凡 多 了 1.2 尺 ( 司 )。 以 ea = 5，6/=0,.5; 4 二 
6，b =1.2。。 代 入 恤 不 足 术 的 “每 人 应 出 钱 数 ? 公 式 ， 得 


、 _ab' +ab 6xX0.5+5X1.2 
相逢 日 煞 = bro | 1.2+0,5 


= 5.5 
= 517( 日 )。 


这 个 公式 还 可 以 用 现代 术语 如 下 推导 ， 

求 方程 f (x) = 0 的 根 ， 相 当 于 求 曲线 》= f(x) 与 OX 
轴 交 点 的 横 坐 标 ( 图 2,4)。 先 估计 两 个 近似 答案 xi yy。 对 应 答 
函数 值 是 y= 了 (x1)， y= f(x2)。 过 A(x15 1), B (xss y3) 
作 直 线 ， 其 方程 是 


1 
A(x1,)1) 区 
图 2.4 
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V1™ Ys (x —x,) 
X! Xs 


了 一 入 = 


交 0 子 轴 于 (x， 0 )， x = -3 一 xy ， 就 是 方程 FFCxy》 


ya Yi 
三 0 的 近似 解 。 
在 上 例 中 ， Xi1=a = 一 03xs=ay=py 得 
;_a’b+ab’ 
= 7 


这 是 “全 不 足 ” 章 后 12 个 题 的 基本 解法 。 

由 此 可 见 ， 在 这 一 章 中 ， 实 际 上 是 把 “ 侣 、 不 足 ? 当 作 一 
个 一 般 的 解决 问题 的 模式 运用 的 。 把 实际 问题 处 理 成 〈 数 学 
处 理 );“ 琢 、 不 足 ” 的 形式 ， 然 后 用 解 “ 盘 、 不 足 ” 问 题 的 算法 
“ 公 不 足 术 ?来 求解 。 用 现代 术语 来 说 ， 就 是 采用 了 数学 模型 
法 ， 这 个 模型 是 “ 僵 不 足 ” 问题， 不 过 《 九 章 算术 中 并 没有 提 
出 这 个 模型 的 表达 式 ， 模 型 的 表达 也 包括 在 解 模型 的 ^ 术 ” 中 
了 。 因 此 ， 这 一 章 实 际 上 是 介绍 了 一 种 常用 数学 模型 及 其 用 
法 。 即 这 一 章 以 模型 建 章 。 

值得 注意 的 是 ， 在 上 例 中 ， 如 果 f(x ) 是 一 次 函数 ，x 
就 是 f(x ) = 0 的 一 个 精确 解 ， 如 果 f(x ) 不 是 一 次 国 数 ， 
x’ 就 是 近似 解 ， 多 次 用 此 方法 ， 可 以 运 步 各 近 精 确 解 , “一 不 
足 ” 章 的 第 11、12 和 19 题 就 得 出 这 种 近似 解 。 这 种 方法 ， 在 现 
代 解 某 些 高 次 代数 方程 和 超越 方程 时 还 有 应 用 。 这 种 僵 不 足 
术 实 际 上 就 是 线性 插值 法 ， 也 称 为 试 位 法 ， 双 设法 等 等 。 是 : 
“ 九 章 算 术 > 的 一 项 重要 贡献 。 
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2.3 算法 化 的 内 容 


《 九 总 算术 的 主要 内 容 是 什么 呢 ? 就 是 < 术 ”。 书 中 一 般 
是 先 误 出 问题 、 给 出 答案 ， 再 给 出 “ 术 ” ， 作 为 一 类 问题 的 其 
同 解 法 ， 以 后 可 以 利用 它 来 解决 其 他 同类 问题 。 解 决 实用 问 
题 是 “ 九 党 算术 `， 也 是 中 国 古 代数 学 的 主要 目的 。 因 而 “ 术 ” 
就 是 * 九 章 算术 ?的 主要 内 容 ,“ 术 ?在 实际 上 就 是 一 种 算法 ， 
所 以 我 们 说 ，“《 九 章 算术 > 思想 方法 上 的 特点 之 一 是 鹤 容 的 算 
法 化 。 


1，“ 术 ”是 算法 
以 “ 方 田 ? 章 的 “ 约 分 术 ? 为 例 来 说 明 这 一 点 。 在 前 举 “ 方 
但 术 ” 之 后 ， 有 


“5, 今 有 十 八 分 之 十 二 。 问 约 之 得 几何 。 答 日 , 三 分 之 


— 


-0 


“6. 又 有 九 干 一 分 之 四 十 九 。 问 约 之 得 几何 。 答 日 ;十 
三 分 之 七 。 

“ 约 分 术 日 ， 可 半 者 半 之 ,不 可 半 者 ， 副 置 分 母子 之 数 ， 
以 少 减 多 ， 更 相 减 损 ， 求 其 等 也 。 以 等 数 约 之 。” 

这 里 又 是 通过 个 别 问 题 引入 了 一 个 一 般 的 “ 术 ”， 此 术 提 
供 了 一 种 求 两 数 最 大 公约 数 的 算法 ， 这 是 4 九 章 算术 * 的 一 个 
重要 成 就 ， 与 十 希腊 欧 几 里 得 的 < 几何 原本 中 的 用 来 求 最 大 
公约 数 的 “ 欧 几 里 得 算法 >， 有 异曲同工 之 妙 。 

“ 幼 分 术 ” 的 意思 是 ， 若 分 子 、 分 母 全 是 偶数 ， 则 可 用 2 
约 简 。 若 分 子 、 分 母 不 全 是 偶数 ， 则 把 分 子 、 分 母 表示 它 
们 的 算 筹 ) 分别 放 于 不 同 的 地 方 ， 然 后 由 较 大 的 数 减 去 较 小 
的 数 ， 并 驾 转 相 减 直到 两 边 所 得 的 数 相等 ， 就 用 这 个 数 〈 等 
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数 ) 来 约 分 。 这 个 等 数 就 是 分 子 和 分 母 的 最 大 公约 数 。 利 用 
约 分 术 实 际 上 可 求 任意 两 个 数 的 最 大 公约 数 。 第 6 题 按 此 术 . 
所 作 的 汗 算 如 图 2.5 所 示 ， 求 出 49 和 91 的 最 大 公约 数 7。 

值得 注意 的 是 ， 即 使 用 现代 的 “算法 ”观念 来 考察 这 个 
术 ， 它 也 是 一 个 合格 的 算法 ， 它 具有 这 样 几 个 特点 : 


91 49 


《91 一 49= )42 7(=49-42) 


(21- ?7 =)i4 


(14-7 =)7 1 
图 2.5 

(1 ) 是 严格 “一 义 ” 的 规定 ， 不 可 能 有 歧义 的 理解 ， 

(2 ) 在 执行 这 个 “ 术 ” 时 ， 每 一 时 刻 都 知道 下 一 时 刻 (或 
每 一 步 都 知道 下 一 步 ) 怎么 办 

($5 ) 能 解决 求 两 个 数 (任意 正 整数 ) 的 最 大 公约 数 这 一 类 
问题 

(4 ) 由 于 任意 给 定 的 数 都 是 有 限 的 ， 轰 转 相 减 ， 一 定 能 
在 有 限 步 内 减 到 “最 后 一步 〈 如 两 数 互 素 ， 最 后 减 到 两 边 都 
得 1 )， 即 能 在 有 限 步 内 得 出 结果 。 

这 号 一 个 能 行 且 可 计算 的 算法 。 按 照 它 规定 的 步骤 ， 任 
何人 利用 算 筹 (或 利用 笔算 ) 都 能 求 出 解 来 。 对 于 现代 计算 工 
具 一 一 电子 计算 机 一 一 来 说 ， 如 果 我 们 把 约 分 术 译 成 算法 证 
言 ， 也 是 可 计算 的 算法 。 例 如 可 译 为 下 述 BASIC 语 言 程序 : 
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10 IIOME 

20 PRINT“ENTER TWO INTEGER;”* 
30 INPUT“X1 =”; X1 

40 INPUT“X 2 =”; X2 

45 IF X1=X2 THEN 80 

50 IF X1.:-X2 THEN 80 

60 A=X1: B=X2 

70 GOTO 90 

80 A=X2: B=X1 

90 Q=0 

100 Q=Q+1 

110 IF A-Q#*B>B THEN GOTO 100 
120 IF A-Q#xkB=0 THEN GOTO 150 
130 T=A:A=B:B=T-Q#*B 

140 GOTO 90 

150 PRINT 

152 PRINT “ ?4 

155 PRINT “( XI1 “,”; X2; “)=”; B 
160 END 


< 九 章 算 术 ， 中 的 多 数 “ 术 ”都 具有 这 种 人 性质， 当然， 也 有 
些 题 的 “ 术 ? 是 表示 算法 在 本 题 中 的 具体 用 法 的 ， 其 适用 的 问 
题 类 该 小 。 但 从 主要 的 和 重要 的 “ 术 ? 来 说 ， 确 实 都 是 算法 ， 
都 具有 上 述 性 质 。 

再 以 “方程 ? 章 的 “方程 术 ” 来 进一步 探讨 内 容 的 算法 化 问 
题 。 

“方程 ? 章 的 第 1 题 是 “ 今 有 上 禾 三 秉 ， 中 禾 二 秉 ， 下 禾 


Um 
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一 乘 ， 实 三 十 九 斗 ;上 禾 二 乘 ， 中 用 三 腰 ， 下 禾 一 下 ， 实 开 
十 四 站 十条 一 需 ， 中 条 二 需 ， 下 禾 三 需 ， 实 二 十 六 六。 
问 上 、 中 、 下 禾 实 一 条 各 几何 。 答 和 目 ， 上 禾 一 尿 ， 九 斗 四 分 
站 之 一 :中 条 一 和 要， 四 斗 四 分 斗 之 一 ， 下 禾 一 和 用， 二 斗 四 分 
汁 之 三 。” (译文 ， 有 上 、 中 、 下 三 等 枉 禾 ， 各 捆 成 束 。 上 等 
稳 不 3 束 、 中 等 稳 禾 2 束 、. 下 等 稻 禾 1 束 , 共 收 得 稻谷 39 站; 
上 等 稳 禾 2 束 ， 中 等 3 束 ， 下 等 1 束 ， 共 收 得 稻谷 34 斗 ， 上 
等 1 束 , 中 等 2 束 ,下 等 3 束 ， 共 收 稻谷 26 斗 。 问 一 束 上 等 、 
于 等 、 下 等 稻谷 各 能 打 谷 多 少 斤 。) 
“方程 ? 章 给 出 “方程 术 ? 来 解 这 类 问题 。“ 方 程 术 日 ， 巡 
上 禾 三 秉 , 中 禾 二 秉 ,下 禾 一 条， 实 三 十 九 斗 ， 于 右 方 。 中 、 
诺 禾 列 如 右 方 。 以 右 行 上 禾 过 乘 中 行 而 以 直 除 。 又 乘 其 次 ， 
亦 以 直 除 。 然 以 中 行 中 禾 不 尽 者 遍 乘 左 行 而 以 直 除 。 左 方 下 条 
不 尽 者 ， 上 为 法 ， 下 为 实 。 实 即 下 禾 之 实 。 求 中 禾 ， 以 法 乘 
中 行 下 实 ， 调 除 下 禾 之 实 。 余 ， 如 中 禾 秉 数 而 一 ， 即 中 下 之 
实 。 求 上 禾 杰 以 法 乘 右 行 下 实 ， 而 除 下 禾 、 中 禾 之 实 。 余 如 
上 禾 乘 数 而 一 ， 即 上 禾 之 实 。 实 皆 如 法 ， 各 得 一 斗 。” 
前 面 我 们 说 : “ 术 ? 是 算法 ， 因 而 具有 能 解决 一 类 问题 的 
一 般 性 。 这 里 却 就 题 论 题 ， 只 引入 了 第 一 题 的 数据 。 这 是 为 ; 
了 避免 凭空 陈述 的 困难 ， 如 刘 徽 和 注 中 所 说 , “以 空 言 难 晓 , 故 
特 系 之 禾 以 决 之 ”的 意思 ， 并 不 是 此 术 只 适用 于 此 题 ， 后 面 
各 题名 用 了 这 个 术 。 
按 术 的 头 一 句 ， 是 用 算 筹 按 直 行 ( 列 ) 右 .中 , 左 的 次 序列 
出 禾 与 实 ( 图 2.6)。 图 中 所 示 的 数字 叫 筹 算数 字 , 后 面 还 要 详 
述 。 这 个 数 表 相 当 于 用 现代 数字 写 出 的 数 表 ( 如 下 页 图 2.6 下 )。 
车 设 上 、 中 、 下 禾 一 秉 之 实 各 为 x*、》》、z ， 则 这 相当 
于 列 出 一 个 线性 方程 组 (如 下 页 数 表 之 下 )， 
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| [| 由 委 数 
LO 
中 | 


二 三川 地 | 实 斗 数 


1 2 3, 
2 3 2 
3 1 1 
26 34 39 | 


人 
2x+3y+2=34 


| x+2y+3z=26 


“方程 术 ” 实质 上 给 出 一 个 求解 线性 方程 组 的 算法 。“ 空 言 蕉 
联 ?" ， 我 们 也 结合 第 一 题 的 解法 采用 列表 的 方法 ， 来 分 析 、 
解释 上 面 的 术 文 。 

不 难看 出 ， 这 种 解法 与 现代 解法 十 分 接近 ， 相 当 于 利用 
线性 方程 组 的 系数 增 广 矩阵 进行 初等 变换 法 来 求解 ， 只 要 把 
表 2.3 中 所 示 的 年 阵 进行 一 次 转 叶 就 得 到 现在 常用 的 行 变 换 
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序号 | 原 文 解释 算 筹 布 列 
1。 加 上 不 三 : 秉 ， 中 把 图 2。 6 中 所 示 的 12 个 / 1 2 3 
未 二 秉 ， 下 禾 -一 数据 按 在、 中 、 去 三 现 2 3- 2 
天 …. 于 及 HR 一 个 即 前 述 3 1 1 
数 表 。 26 34 39 7 
ego0， 
2. re | 1 6 3 
中 行 而 以 直 除 ”各 元 素 . 即 3 x 加 = 图 .| | 2 9 2 
再 逐 菊 党 去 右 行 的 对 应 | 3 3 
| _ 元 素 ， ee 26 102 -39 
-i 元素 为 0 为 止 。 即 ” 四 @O 
| -2 KO= - 1 0 3 
: : | 2 5 az] 
| 3 二、 1 | 
| | 26 24 39 / 
| ®®©OQ@®@ ， 
3。 又 采 其 次 ， 亦 凡 又 有 在 第 上 和 生生 3 
直 除 。 和 休 元 。 可 | 4 3 2 | 
| mn 8 1 1 
” 革 3 四 se 24 39 | 
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序号 原 解 释 | 算 筹 布 列 ， 


| 
， 以 中 行 申 禾 不 尽 以 中 行 中 间 的 那个 不 为 /1 0 3 
Er 5 ?2 


以 直 除 然后 从 中 逐次 减 去 中 行 | 36 1 1 
| 各 个 对 应 元 素 。 即 99 24 29 
5x®-4x*@= 0 @O 0 


5. | 左 方 下 条 不 局 左 行 中 第 二 个 数 不 为 /0 0 3 
者 ， 上 为 法 ， 下 受 ， 以 它 为 除数 ， 最 下 | 0 


5 2 
面 的 一 个 数 为 被 除数 ， 
家。 实 即 下 天 | 作 除法 。 所 得 的 结果 就 4 1 1 
之 实 。 ， ，| 是 T 禾 之 实 ， | 1 2 3 
99 -1 )》 @Q : 
| 36 4 1 @ 式 相当 于 4z= 11 


6、 求 中 条， 以 法 乘 以 下 禾 的 法 (分 母 ) 这 薪 9 0 3 
中 行 下 实 ， 而 除 中行, 城 去 左 行 各 元 素 ， | 0 20 2 | 


下 玫 之 守 .。” 肥 4x@-@-@ \ 4 0 1 
i : 11 85 39 / 
| @ GO 
7 六， 如 中 不 要 则 作 次 除 守 8520 站 全 的 全 全 
而 二 ， 即 中 条 之 区 .得 申 条 每 村 为 如 | | ?| 
实 。 | 对 中 行 两 笋 约 分 ,后 一 | 人 0 工 | 
| 11 17 39 / 


55 "71. | 散 即 申 攻 实数 的 丛 子 ) 
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疗 号 原 文 解 释 ， 算 筹 布 列 . 


3. 全 上 天 亦 以 法 用 中 、 下 禾 每 秉 实 数 的 0 0 12 


| 
| 下 禾 、 中 天 之 实 。 慎 逐 次 减 去 左 行 、 中 行 | 4 0 0 | 


| 


-的 对 应 元 素 ， 使 右 行 中 1 17 

池 两 数 为 0 ®@@00 
4xD-2x@-®:-=@ 

9、| 亲 如 上 政 采 数 而 12 与 111 约 分 ， 得 37 0 0 4 
一 , 即 上 上 政之 实 ,87 即 上 条 实数 之 分 子 0 4 0 
1| 1 0， 
| 11 17 37 
eoe 
.19.| 实 匡 如 法 ， 各 得 将 上 、 中 、 下 下 之 实 (全 * = 9 二 
Pr 交 ) 和 迪 流 除 2 利 
| | 出 各 下 每 束 可 得 的 稻谷 | 4 
/ . 数 。 - z=2 证 


基 。 这 是 ¢ 九 童 算术 ， 的 一 项 了 不 起 的 成 就 ， 西 方 采用 线性 方 
程 组 的 系数 增 广 和 矩阵 变换 法 已 是 近代 的 事 ， 比 ¢ 九 章 算 术 、 要 
网 近 2000 年 。 另 一 个 值得 注意 的 是 ，“ 方 程 术 ” 中 实质 上 是 用 
算 筹 排 布 的 特定 位 置 表示 特定 的 未 知 数 ， 因 此 虽然 没有 采用 


Em Re te 
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术 知 数 符号 ， 但 已 含有 设 未 知 数 解 方 程 的 意思 。 后 来 ， 在 这 
一 方面 也 大 有 发 展 、 但 始终 都 以 算 筹 排 布 的 一 定位 置 当 作 一 
定 的 未 知 数 ， 困 此 ， 只 要 列 出 系数 表 ( 算 符 布 列 ) 就 相当 于 列 
出 了 有 关 的 方程 (或 方程 组 )。 

“方程 术 ” 也 具有 前 面 指 出 的 算法 性 质 ， 利 用 它 可 解雇 一 
类 问题 。 这 个 “ 术 ” 也 可 写成 现代 算法 语言 程序 ， 然 后 在 电 地 
计算 机 上 应 用 。 实 了 不 上 ， 现 代 解 线性 方程 组 的 算法 程序 ， 也 . 
确实 与 它 相似 : 。 


2。“ 术 "是 : 九 童 算术 > 的 主要 内 容 

: 九 章 算术 ?中 多 数 “ 术 ?都 与 上 述 两 术 相 似 ， 它 们 就 是 这 
部 竹 作 的 主要 内 容 。 例 如 “ 方 国 " 章 ， 主 要 要 解决 各 种 形状 的 
用 地 面积 的 有 关 计 算 问 题 ， 其 主要 内 容 当 然 不 是 个 别 的 例题 
而 是 一 般 的 计算 方法 ， 即 “ 太 >。“ 方 田 " 章 中 的 内 容 列 如 表 
2.4。 

从 表 列 内 容 不 难看 出 , “ 术 ? 是 主要 内 容 。 所 以 称 为 内 容 
算法 化 。* 九 章 算 术 * 共 收入 术 202 人 个， 几乎 每 题 一 术 , 可见 题 
是 作为 引入 术 的 例子 采用 的 ， 术 是 要 润 述 的 主要 东西 。 

注意 ,“ 术 ” 和 现代 数学 公式 有 相同 点 ， 但 是 也 有 很 大 差 
别 。 其 相同 点 是 都 可 以 用 来 解决 一 类 有 关 问 题 。 其 差别 是 公 
式 只 提供 了 几 个 有 关 的 量 之 间 的 关系 ， 指 明 通 过 哪些 运算 可 
由 己 知 量 求 出 未 知 量 ， 但 并 没有 列 出 县 体 的 运算 程序 ， 一 般 
地 ， 认 为 这 种 程序 是 已 知 的 了 。 但 “ 术 ” 则 由 怎样 运算 的 详细 
程 计 构 成 的 ， 可 以 说 它 是 为 完成 公式 所 指出 的 各 种 运算 的 具 
体 程序 ， 即 把 “公式 ”展开 为 使 用 某 种 计算 工具 的 具体 操作 
步 双 。 从 这 点 来 看 ， 也 与 现代 意义 的 算法 更 接近 。 如 “环卫 


全 见 染 少 强 等 ，kBASIC 语 育 》， 科 学 警 及 出 版 主 ，1980 年 ， 第 134 页 ， 
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1 | 
Fi=L+T8 |2 | -人 9 一 p+ 二 | 深思 六 尖 渗 半 攻 邵 | 8 
ze 剖 
六 i 本 zg TT | 后 本 六 新 坑 竣 如 于 迷 荡 本 | 氏 
09 1¢ | 1» 、 - - 里 | 
Hi 8 1 p< gd < 疡 归 \K 半 六 7 对 和 | 洲 好 遂 9 
zt 8 Pp ' 2 , 、 
35=T-A 2 pn-29 = 浪 茵 归 洪 针 冶 攻 六 57 六 9 
9 -228 | 2 用 蓝田 当中 辣 娩 洲 疙 号 | 
09 3 六 2 | Po+o59 np | 
恨 赣 角球 味 妆 闭 
=(6p ‘16) | 2 ( 交 昌 省 ) | 管 庆生 作 “于 性 可 | 六 如 法 8 
， ” 涝 划 和 过 里 田 | 
思 c2T 诅 g=Tx1TI 2 923 丝 台 大 长 南 这 茹 流 | 米田 证 Z 
i 
: 浓 幕 | 
g9[= yixZ: | 8 495 = S， 引进 理 妾 出 亚 形 有 水 | 凡凡 ， 工 
言 壮 丁 局 要 XxX 富 六 | 各 看 
4 


一 
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四 


全 


《 九 这 算术 ;的 思想 方 : 


* 诗 半 


“ 务 六 外 与 受 避 克 “ 荫 尘 钼 。 计 s 中 外 小 译名 于 * AE: 


”一 一 -一 
| 上 ， 
! | J Rr 
嘱 88 Y¥~YIs 长 导 
进 玉 亚 手 调 靖 出 0 
| 过 荣 半 性 区 时 图 证 半 ( 记 元 ) | 12” 
| 
e260) 1 1 (HD) ES 梁 疲 广 击 田 维 将 贺 ， 洲 (E02 
| ' ER 
( ) | 
5 ! Z 尘 列 - -9 用 | 
种 二 2 26 昌 T = (3T+08)x9txT 3 | eeC494T= 5 梁 攻 请 蜡 联 四 县 拍 六 ( 贡 吏 ) | 61 
:| | 
二 图 . : 
F021=9x08XT 2 PDT 8 A GN) .al 
| ZT 
| (B= ) 22 I == 9 i 1 ) TT pl ， 2T 
四 加 
南 旧 路 沟 中 se 多 轩 X 站 ; 
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术 ”"， 公式 是 S = 寺 (C+ c)(R~ 了 )， 实 际 的 用 算 筹 的 操 
作 步 遇 则 是 “并 中 外 周 而 半 之 ， 以 径 乘 之 为 积 步 ”《( 即 ， 拒 内 
外 周 长 相 加 ， 其 和 除 以 2 ， 商 乘 以 内 外 半径 之 差 (* 径 ”) 就 各 
面积 )。 这 就 是 “ 环 田 术 ” 的 术 文 。 比 较 复杂 的 “ 术 ”， 如 “ 约 分 
术 ” 更 是 这 样 ， 见 前 文 分 析 。< 九 章 算术 > 中 的 “ 术 ”， 译 成 现 
代 术 语 ， 可 以 译 为 公式 ， 但 应 注意 ， 它 实际 上 是 公式 的 计 究 
程序 形式 ， 即 把 公式 展开 成 为 利用 工具 的 计算 程序 一 这 正 
是 现代 意义 的 算法 。 

算法 化 的 内 容 是 适合 于 开放 的 归纳 体系 的 。 体 系 的 开放 
性 ， 决 定 了 数学 要 不 断 与 社会 生产 、 生 活 实践 进行 信息 交 
换 ， 也 就 是 要 解决 实际 问题 。 而 对 解决 实际 问题 来 说 ， 所 要 
求 的 一 般 是 具体 的 数据 ,这 就 要 解决 一 系列 的 计算 问题 , 解决 
计算 问题 的 最 好 方法 莫 过 于 找到 解决 各 类 问题 的 算法 ， 有 了 
算法 ， 可 以 迅速 求解 一 类 问题 ， 从 而 指导 实践 。《 九 章 算术 ， 
的 主要 内 容 为 算法 ， 因 而 促进 了 对 各 种 算法 的 研究 ， 取 得 了 
诸如 开 方 术 、 割 圆 术 、 方 程 术 、 正 负 术 等 等 著名 算法 和 一 大 
批 与 之 有 关 的 数学 成 果 。 不 过 ， 书 中 却 没有 指出 算法 的 来 
源 ， 更 没有 提供 算法 是 否 合理 的 证 明 。 这 是 否 表明 它们 是 人 
们 对 实践 经 验 的 总 结 呢 ? 实 际 上 ， 这 更 说 明了 < 九 童 算术 > 体 
系 的 开放 性 和 归纳 性 ， 同 时 ， 缺 乏 证 明 ， 没 有 形成 严格 的 理 
论 则 成 为 * 九 章 算术 的 主要 缺点 。 


2.4 模型 化 的 方法 


“ 九 章 算术 ?具有 模型 化 的 方法 >， 指 的 是 从 数学 方法 论 
的 角度 看 ， 这 部 著作 中 中 来 建构 体系 的 方法 是 数学 模型 法 。 
1.。 数学 模型 的 含义 
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现代 认为 , “数学 俩 型 力 是 针对 或 参照 某 种 事物 系统 的 
特征 或 数量 相依 关系 ， 采 用 形式 化 数学 语言 ， 概 括 地 或 近似 
地 表述 出 来 的 一 种 数学 结构 "DD 。 古 代 的 数学 模型 当然 没有 
这 样 严 格 ， 但 如 果 不 要 求 “形式 化 的 数学 语言 ， 村 “数学 结 
构 ” 也 作 简 单 化 的 解释 ， 则 仍然 可 以 应 用 这 个 定义 。 按 此 定 
义 ， 数 学 模型 与 现实 世界 的 事物 有 着 不 可 分 割 的 关系 。 与 之 
有 关 的 现实 事物 叫做 现实 原型 ， 是 为 解决 原型 的 问题 才 建 
立 、 应 用 数学 模型 的 。 数 学 模型 和 现实 原型 的 关系 如 图 2,7 
所 示 。 


| : 
现实 世界 | | 数学 谨 型 ; 
数学 抽象 空 问题 光 数 党 ， 
| 现实 问题 的 数学 . 
的 实际 问题 。 使 用 数学 概 你 ,和 号 》 表现 形式 ， 
| | 

站 

? 

: 演 

算 
了 一 i 
| 。 ，， 、 解释 pp 
实际 问题 之 解 | 〔( 盔 译 回去 和 一 模 鳃 的 数学 解 ， 
i { ! 
一 | er 

图 2,7 


2。 < 九 章 算 术 : 的 数学 模型 法 

人 九 章 算术 所 采用 的 基本 方法 符合 前 面 对 数 学 模型 的 定 
义 。 例 如 前 节 中 所 分 析 的 “ 盘 不 足 ” 章 以 数学 模型 立 章 ,“ 鳃 不 
足 问题 ”就 是 所 采用 的 数学 模型 。 


@ 徐 利 治 : 《数学 方法 论 选 讲 》， 华 中 工学 院 出 版 社 ，1983 年 ，15 页 。 
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“ 色 股 * 瘟 也 是 以 数学 模型 建 意 的 ， 它 提供 了 另 一 种 常用 
数学 模型， 直角 三 角形 。 这 一 章 是 这 样 开始 的 ; 

“4. 今 有 色 三 尺 ， 股 四 尺 ， 间 为 纺 几 何 。 符 日: 五 尺 。 
(2。3 . 题 路 》 

“ 勾 股 术 日 ， 勾 股 各 自 乘 ， 并 而 开 方 徐 之 ， 即 芝 。 又 股 
自 科 ， 以 减法 自 乘 ， 其 余 开 方 除 之 ， 即 匀 。 又 勾 自 乘 ， 以 减 
弦 自 于 ， 其 余 开 方 除 之 ， 即 股 。” 

中 国 圳 代称 直角 三 角形 的 得意 角 边 为 勾 ， 长 直角 过 为 
股 ， 余 了 为 紫 ( 原 意 “ 勾 ”是 水 平 边 ,“ 股 "是 竖 直 边 )。“ 勾 股 术 ” 
就 时 己 知 直角 三 角形 的 两 迪 求 第 三 边 的 算法 。 接 着 ， 这 之 又 
举 出 19 道 应 用 问题 一 一 都 是 用 直角 三 角形 这 一 数学 模型 来 解 
诀 的 实际 问题 ， 它 们 在 模型 中 都 是 解 直 角 三 角形 的 问题 ， 已 
知 某 些 抑 索 ， 或 兵 己 知 可 得 某 些 气 素 ， 求 另 一 些 元 素 ( 边 )。 
每 通 痢 有 " 术 ”， 给 出 解 这 一 问题 的 具体 算法 ， 题 的 结果 往往 
提供 了 一 组 勾 股 数 ， 下 面 列表 分 析 其 中 前 10 御 的 原型 、 模 并 
关系 ， 北 用 现代 数学 语言 表示 每 题 的 “ 术 ” ， 列 出 该 题 给 出 的 
幻 股 数 (天 2.5) 。 表 中 ， 用 a、6b、c 表示 直角 三 角形 的 三 
条 了 边 ， 依 次 是 义 、 股 、 弦 。 由 表 不 难看 出 ，“ 勾 股 ” 章 中 模型 
法 的 应 用 是 很 纯熟 的 ， 其 中 一 些 题 ， 如 第 11、12、13 等 题 ， 
由 原型 到 模型 的 对 应 是 需要 一 定 技巧 的 。 

“方程 章 如 第 二 节 所 述 ， 是 以 方程 作为 数学 模型 的 ， 其 
中 的 题 都 是 利用 方程 求解 的 应 用 问题 。“ 鳃 不 足 ”>、“ 方 程 ”、 
“ 绿 股 ?等 章 是 以 数学 模型 建构 起 来 的 ， 每 章 提 供 一 种 常用 的 
数学 模型 。 其 他 各 章 是 按 社会 生产 、 生 活 的 领域 划分 的 ， 它 
们 怎样 应 用 数学 模型 方法 呢 ? 

“ 方 困 ” 章 的 “ 术 ? 我 们 在 前 一 节 中 作 了 列举 ， 现 在 考察 1 
个 题 ， 
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“ 视 尖 呈 ` 洪 六 六 ‘时 六 甲 入 
路 过 入 委 “所 靳 a 


:省 他 催 虹 “ 千 异 中 包 
并 妮 六 “ 妹 导 “总 
天 电 “总 图 必 ( 和 加) 导 加 
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《2 一 2) 十 
(D-2)+ (2 一 2)09 一 2)25 人 =? 
(D-2)+ (D 一 2)(9-2)85 人 = 9 


(9-5)+ (D-2)(9-5)7 人 = p 


祖 


| 足 是 恒 谢 | 


及 “下 邓 补 “多 局 可 彩 焉 玉 寺 贡生 半 1 总 


eT 
°* 江 等 虹 录 ‘名 泣 肛 [六 
2 “ 狂 “ 访 六 | 好 T 置 已 ‘2 季 团 名 
“ 爱 独 可 过 多 全 上 赂 季 村 颖 和 再 过 财 5 
和 | 关 [ 光 " 半 工 江 里 芝 六 
六 “去 儿 岛 “ 亲 邮 | 朱 仍 ' “人 89 季 最 导电 LL III 
是 入 
虽 3 而 本 z 对 请 [到 “HT 
洱 六 ' 喜 袜 玫 ' 访 找 | 绪 驯 妃 台 托 “ 克 糙 搁 | ol 
有 巡 重 半 
列 注 国 站 “村 工 党课 路 “上 
“未 去 村 祖 镍 "名 局 | TY 溉 器 “中 菜 栈 半 回 6 
如 车 醒 祝 
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28. 今 有 寺田 广 十 二 峭 ， 正 从 二 十 一 步 。 问 为 田 用 何 。 
答 日 ， 一 百 二 十 六 步 e 

“ 术 日 : 半 广 以 乘 正 从 。” 

这 里 的 问题 是 实际 问题 ， 计 算 田 地 面积 ， 但 问题 中 提出 
* 圭 田 ”， 这 实际 就 把 问题 模型 化 了 。“ 圭 田 ” 一 -等 腰 三 角形 
的 田 ， 就 是 解决 实际 问题 的 数学 模型 了 。“ 术 ?是 解决 模型 问 
题 的 算法 。 在 这 一 章 里 ， 问 题 本 身 是 来 自 原 型 的 ， 是 原型 中 
的 问题 ， 但 提出 问题 时 进行 了 模型 化 的 工作 ， 例 如 ,提出 “ 卡 
田 ” 这 种 借 型 ， 因 而 ， 问 题 已 是 模型 化 了 的 问题 。“ 术 ”是 名 
对 模型 的 算法 ， 它 具有 一 般 性 ， 把 问题 中 的 数据 代入 “ 术 ” 就 
得 出 实际 问题 的 解 。 这 种 方法 现在 也 是 使 用 着 的 ， 例 如 物理 
学 中 所 研究 的 “理想 气 笨 ” 问题 ， 当 我 们 指出 某 一 气体 按理 想 
气体 处 理 时 ， 就 已 把 问题 模型 化 
求解。“ 方 田 ? 章 的 模型 方法 可 用 图 2, 8 表示。 


原 型 
模型 化 > 
实际 问题 炒 学 问题 

| 

4 一 ¥ 

| 
ll 代入 数据 < 术 ， | 

| | 
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“ 票 米 ”、“ 商 功 ”、“ 均 输 ” 等 党 都 采用 了 这 种 数学 模型 方 


法 。 

“ 衰 分 " 帝 从 1 到 9 题 是 利用 了 如 “ 勾 股 " 章 那 种 先 确定 数 
党 模型 (这 里 是 按 比 例 分 配 ( 误 分) 的 问题 )， 再 引入 利用 这 种 
数学 模型 的 问题 的 方式 。 后 11 题 则 采用 了 “ 方 田 ” 章 的 方式 应 
川 数学 模型 法 。 

“ 少 广 ? 章 前 11 题 的 方法 与 ^ 方 田 ? 章 的 方法 相同 ， 不 过 内 
容 宵 异 ， 是 已 知 田地 面积 及 一 边 长 ， 求 另 一 边 兵 的 实际 问 
题 。 也 是 通过 问题 及 “ 少 广 术 ? 表 达 出 所 采用 的 数学 模型 。12 
题 以 后 的 13 道 题 则 具有 另 一 种 形式 ， 它 们 脱离 了 有 具体 的 “ 实 
际 ” 问 题 ， 虽 然 还 保有 “应 用 问题 的 形式 。 它 们 可 以 看 作 是 
纯粹 的 数学 门 题 ， 是 用 以 引入 基 些 算法 的 ， 例 如 开平 方术 、 
开 立 方太 、 开 立 图 术 ( 已 知 球体 脸 求 其 直径 ) 等。 与 之 相 类 似 
的 还 有 “ 方 田 ” 章 的 第 5 一 16 题 ， 由 它们 引入 了 分 数 的 各 种 运 
算 请 法 ( 表 2.4 中 的 序号 4 一 9 的 “ 术 ”)。“ 商 功 ” 章 的 第 7 一 
20 题 也 是 这 种 形式 ， 由 它们 引入 了 各 种 立体 体积 的 算法 。 这 
些 当然 也 可 以 说 是 一 种 广义 的 备用 的 数学 模型 ， 一 般 地 ， 我 
们 把 它们 看 作为 研究 数学 模型 提供 的 一 些 必 要 的 模型 推导 方 
法 。 例 如 以 后 各 章 及 “ 方 田 " 章 后 面 的 题 中 就 不 断 遇 到 分 数 运 
算 ， 就 可 以 直接 用 前 面 提供 的 方法 ， 可 以 说 ， 它 们 是 为 数学 
模型 方法 服务 的 。 

模型 化 的 方法 是 适合 于 开放 的 归纳 体系 的 。 因 为 模型 化 
的 方法 提供 了 适合 广泛 应 用 的 模式 ， 可 以 把 它 应 用 到 许多 领 
域 中 去 。 开 放 的 归纳 体系 的 建立 当然 也 受到 模型 化 方法 的 影 
响 ， 由 于 数学 的 建构 采用 了 数学 模型 方法 ， 因 而 可 以 应 用 到 
人 们 的 社会 生产 、 生 活 的 各 个 领域 中 ， 并 且 构 成 了 开放 的 归 
纳 体系 。 
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模型 化 的 方法 与 算法 化 的 内 容 也 是 互相 促进 的 。 从 现代 
的 观点 看 ， 对 一 个 问题 ， 只 有 建立 了 数学 模型 之 后 ， 才 能 按 
模型 (数学 问题 ) 建 立 算法 ， 进 行 计算 、 求 出 结果 ， 但 算法 本 
身 有 时 也 就 是 数学 模型 。 在 《 九 章 算术 的 时 代 ， 理 论 上 看 也 
是 这 样 ， 构 造 模型 是 算法 化 的 需要 ， 反 过 来 模型 也 只 能 用 算 
法 求解 。 但 由 于 当时 的 问题 比较 简单 ， 人 们 对 问题 、 模 型 、 
算法 的 分 野 并 不 太 清楚 。 所 以 在 表述 形式 上 ， 有 时 模型 与 问 
题 相 结 合 ， 有 时 又 与 算法 表述 在 一 起 。 


2.5 计算 工具 一 一 算 筹 


< 九 音 算术 > 与 中 国 古人 长 期 使 用 的 计算 工具 一 一 算 容 
ee 人 
行 计算 的 算法 ,如约 分 术 中 的 “ 副 置 分 母子 之 数 ”, 盘 

林 中 的 置 所 出 率 ， 恒 、 不 足 各 居 其 下 ”， 方 程 术 中 的 上 
禾 三 秉 ，…… 于 右 方 ?等 都 是 “运筹 ? 的 方法 。 应 用 算 筹 ， 算 
法 依赖 于 算 筹 是 < 九 章 算术 * 的 一 大 特点 。 

1。 算 短 与 短 算 简介 

算 筹 是 中 国 古 人 发 明 的 一 种 独特 的 计算 工具 ， 是 用 竹 、 
玉 、 上 骨 等 制 成 的 小 棒 ;“ 其 算法 用 竹 ， 径 一 分 、 长 六 寸 "(《 汉 
书 ， 律 历 志 >)。 当 时 一 尺 合 现 在 23 厘 米 ， 可 知 汉 时 算 筹 长 约 
14 厘 米 ， 直 径 约 2 蛮 米 。1971 年 陕西 千 阳 县 西汉 莫 中 出 土 的 
上 骨 质 算 筹 ， 长 度 平均 为 13.5 厘 米 ， 与 文献 记载 相符 合 。 

《老子 *、《* 苟 子 ?等 书 中 都 有 了 “ 算 ”、“ 筹 ?等 词 ， 可 见 战 
国 时 代 ， 算 筹 的 使 用 已 相当 普遍 了 ， 它 的 起 源 不 晚 于 公元 前 
5 世纪 1。 按 第 一 章 第 二 节 对 “ 算 ”、“ 短 *"、“ 数 ”"、“ 筹 ”、 

© 时 寄 巨 : 《世界 数学 史 简 编 》 辽宁 人 民 出 版 社 ，1980 年 ， 第 939 页 、 
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“ 尖 ? 等 几 个 字 的 二 义 的 分 析 可 知 ， 算 筹 和 善 草 是 同 源 的 ， 可 
能 , 算 禾 就 是 由 算 卦 的 著 草 演化 来 的 , 理论 上 看 也 是 可 能 的 ， 
车 草 是 一 种 植物 的 茎 ,用 它 来 占 短 的 过 程 就 是 一 个 运算 (对 车 
草根 数 的 运算 ) 的 过 程 ， 著 草 运算 的 结果 也 是 先 用 数 来 表示 ， 
占 答 在 古代 社会 有 重要 的 地 位 ， 数 学 中 的 “ 数 与 万 物 相关 联 ” 

的 思想 与 上 右 签 有 关 ， 指 的 是 数 是 万 物 的 本 原 ， 与 用 洲 草 占 下 
有 重要 联系 。 由 著 草 进行 占 运算 到 用 著 各 或 其 代用 品 进 得 
数 的 运算 是 没有 多 大 距离 的 。 

“ 扎 章 算术 ?中 并 没有 关于 怎样 用 算 筹 记 数 、 外 样 用 算 和 
计算 的 记载 。 可 能 是 因为 它 要 研究 的 是 应 用 问题 和 常见 模 
型 ， 污 不 是 启蒙 的 读物 的 缘故 。 

时 算 筹 表示 数字 有 两 种 形式 ， 纵 式 和 横 式 ， 表 示 法 如 图 
2.9 所 人 下。 


a 对 有 机 山本 开本 再 
上 去 雪 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 


| 

| 
出 
山 
出 


《孙子 算 经 ?说 :“ 几 算 之 法 , 先 识 其 位 。 一 纵 十 横 , 百 立 千 
僵 , 千 十 相 望 ,万 百 相当 "。《 夏 侯 阳 算 经 ?还 说 :“ 满 六 以 上 ， 
五 在 上 方 ， 六 不 积 算 ， 五 不 单 张 。”《〈 译 文 ， 要 进行 数 的 计 
算 ， 先 要 确定 各 个 数位 。 个 位 数 用 纵 式 ， 十 位 数 用 横 式 ， 千 
位 数 纵 式 ， 万 位 数 用 横 式 。 这 样 交 错 使 用 纵 槛 两 式 ， 就 不 会 
弄 错 数位 。 在 记 数 时 ， 六 以 上 (六 、 七 、 八 、 九 )，、， 用 一 根 算 
筹 当 五 ， 放 在 上 面 ， 不 能 并 排 用 六 根 筹 记 六 ， 也 不 能 单 用 一 
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根 筹 表 示 五 )。 这 样 ， 由 于 中 国 古 代 采 用 了 十 进位 值 制 ， 用 
上 述 方法 使 用 图 2.9 所 示 的 :8 个 数字 就 能 记 出 任意 自然 数 ( 遇 
空位 则 空 一 格 )。 

筹 算是 利用 算 筹 来 进行 计算 的 方法 。 先 看 用 算 筹 进行 加 
减 乘 除 等 基本 运算 的 方法 。 运 算 时 是 把 算 痢 放 在 和 狠 黎 或 特 前 
的 算 板 上 进行 的 个 。 

加 法 。 把 两 个 加 数 各 把 一 行 ， 然 后 把 一 行 数 并 人 另 一 行 - 
即 可 。 例 如 ，12534+3967= 16501， 如 图 2.10 所 示 。 注 意 记 
数 时 筹 的 摆 法 。 具 体 过 程 是 由 加 数 的 高 位 起 逐次 把 加 数 的 
全 一 位 加 到 被 加 数 上 ， 加 完 一 个 数 就 在 加 数 行 里 去 掉 知 过 的 
数 ， 直 到 加 数 各 个 数位 上 的 数 全 加 完 ， 这 时 就 币 一 行 数 ， 就 
是 和 。 注 意 进位 ， 如 其 一 位 上 是 零 则 空 一 位 。 


被 加 米 


[三 出 三 几 一 一 =| 上 上 刘 
三 而 二 秆 


加 数 


网 2.:0 

减法 。 与 加 法 同样 布 筹 ， 不 过 运算 时 由 上 行 ( 变 减 数 ) 逐 
个 减 去 下 行 ( 减 数 ) 各 个 数位 上 的 数 。 

乘法 。 以 简单 的 数学 工具 ( 算 筹 、 算 盘 、 笔 算 等 ) 进 行 乘 
法 运算 ， 个 位 数 相 乘 的 乘法 表 是 一 个 基础 。 在 我 国 ， 乘 法 琢 
称 为 “ 九 九 表 ”， 因 为 古代 这 种 表 是 从 “ 九 九 八 十 一 ”起 始 到 
“二 二 如 四 ”结束 的 ， 开 头 两 字 是 “ 九 九 ”， 所 以 得 名 。 我 国 很 
早 就 有 了 “ 九 九 表 ”， 公 元 前 7 世纪 熟 记 4 九 九 表 ? 已 是 普通 的 
了 沈 康 身 ， 《中 算 导 沦 >， 上 海 教 育 出 版 社 ，1936 年 ， 第 28 页 。 
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“技能 ” 了; 。 等 算 乘 法 是 以 “ 九 九 表 ” 为 基础 的 。 

作 采 法 时 ， 被 乘 数 、 积 和 乘 数 用 筹 排 成 三 行 ， 被 乘 数 在 
上 ， 积 在 中 间 。 开 他 计算 时 只 有 被 乘 数 和 乘 数 ， 它 们 分 置 上 
下 ， 中 间 留 出 空 来 ， 还 要 注意 数位 。 表 2.6 以 37x58 为 例 说 
- 明 用 筹 作 乘法 的 具体 方法 。 

除法 。 作 除法 运算 时 算 筹 也 摆 作 二 行 。 最 上 一 行 是 商 ， 
中 间 一 行 是 被 除数 ( 称 为 “ 实 ?)， 下 边 一 行 是 除 数 必 法 ")。 开 
始 时 除数 摆 在 被 除数 够 除 除数 的 第 一 位 数 之 下 ， 除 过 一 次 向 
丰 移 一 位 ， 除 完 为 止 。 以 4318 < 17 为 例 列 表 ( 表 2.7) 说 明 作 
除法 的 方法 。 若 除 不 尽 ， 则 “ 实 ” 行 保留 余数 ， 如 4328 + 17 最 
后 得 


相当 于 带 分 数 25417. 


再 看 另 一 种 代数 运算 一 一 开 方 运算 交管 和 法 ，“ 九 算 
术 > 的 “ 少 广 ” 章 给 出 了 开平 方 和 开 立 方 的 算法 ， 我 们 来 分 析 
开平 方法 ， 以 “ 少 广 " 章 的 第 12 题 为 例 说 明 开 平方 的 筹 算法 ， 
为 清楚 计 ， 改 用 现代 数字 记 数 ， 见 表 2.8 。 开 方 时 算 筹 也 摆 
三 行 ， 被 开 方 数 称 为 “ 实 ?， 方 根 叫 ^ 商 "， 下 行 是 开 方 过 程 中 
去 “ 除 ”“ 实 ? 的 数 ， 也 称 为 “法 *。 三 行 之 下 还 要 放 一 眼 稚 ， 骨 


“ 借 笃 ?。 


四 梁 肖 至: 《世界 数学 风 简 编 2%， 第 红 页 。 


lll 


发 邮 放下 


人 


二 《 妃 章 算术 的 总 息 万 法 


-一 一 一 一 一 一 - .一 - ， 


洪 数 徇 个 位 救 与 陡 棍 数 的 条. 当 位 


Treo 


荡 数 的 最 疯 位 效 梯 被 乘 数 打 最 高 位 
数 ， 得 出 的 积 写 在 中 间 ， 积 的 * 个 位” 
放 在 乘 数 最 高 位 上 ， 数 形 用 巷 乘 数 最 


| 高 位 的 上 位 用 法 。 


汇 才 的 第 二 位 数 (这 时 各 个 伺 数 ) 明 被 
乘 数 的 最 澡 位 ， 得 出 积 功 在 上 一 步 得 
出 的 积 上 。 积 的 个 位 数 放 在 业 效 的 第 
二 位 上 。 乘 数 的 各 个 位 数 全 季 完 后 ， 
去 掉 被 要 数 的 最 高 位 ， 里 数 向 右 移 一 
葬 数 的 最 高 位 蓉 被 乘 数 的 第 二 位 (这 
里 是 个 位 ) 数 , 积 吉 到 上 一 步 的 积 上 ， 
个 位 对 齐 乘 数 最 高 位 。 


入 元 各 第 二 位 乘 彼 乘 数 的 第 二 位 数 

积 加 到 积 上 ， 个 位 对 充 胰 数 的 

得 科 散 乘 数 的 第 二 位 ， 深 数 
可 向 丰 移 ， 人 
然后 去 掉 妈 数 ， 得 结果 (2146)。 
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表 2.7 
沪 筹 摆 法 
商 lL 
被 涂 数 三 几 一 本 
除数 ”一 本 
i 
被 除数 碑 一 而 
阶 获 一 林 
1 至 | 
| 实 件 :一 琐 ， 
| 沾 一 TI 
中 本 
实 了 本 
法 一 下 
| 商 ， 是 半 帅 | 
| 市 
| 法 一 下 
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说 明 


4 不够 17 除 ， 谭 43 够 17 除 ， 所 以 17 回 


| 43 之 下 。 除 得 2 ， 置 于 17 的 个 位 数 之 


| 十， 数 形 (纵横 ) 回 其 同位 闪 除 数 的 。 


从 43;18 里 减 到 2 x1700， 得 数 。 3 证 的 
被 除数 ， 同时 除数 向 右 移 一 位 。 新 被 


除数 为 918。 


91+17, 得 商 5, 记 在 17 的 个 位 数 之 上 。 


| 从 918 中 减 去 5 x170， 得 数 68 为 新 的 


被 除数 ， 除 数 再 向 右 移 一 位 。 


68+17= 4 ， 记 在 17 的 个 位 数字 之 上 。 
正好 除 尽 ， 得 商 254。 去 掉 下 两 行 的 
数 即 可 。 
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甫 2.8 
外 筹 摆 法 
| 商 
实 55 2 2 5 
法 | 
| 
借 算 1 
商 2 
' 实 5 5 225 
法 | 
| 
， 商 2 
:3 5 5 2 2 5 
| 法 2 
佑 站 
| 商 2 
人 15 2 2 5 
1 法 2 
| 稍 算 1 
启 2 
人 15 22 5 
人 4 
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ry 


说 明 


以 35225 开 平 访 为 例 。 借 算 :所 
数 的 作用 ， 由 代表 般 疝 次 项 向 对 数 ， 
运算 中 ， 由 个 位 左 移 ， 每 两 位 移 一 次 ， 
有 一 位 得 一 一 数 。 


借 算 向 左 移 两 次 ， 下 及 位 二 ， 因 “全” 
的 万 位 数字 是 5， 而 2 32， -所 
以 商 的 : 第 一 个 数 为 2 ， 由 于 供 工 竺 万 


| 位 ， 商 2 位 于 百 位 。 


借 算 为 万 位 ， 第 一 位 商 2 x10000 = 
20000， 置 于 “ 实 " 下 的 “法 ” 行 。 


商 2 乘法 ?20000 得 40000， 
长 必 得 55225 一 40000 = 15225， 


取 * 法 ?的 2 倍 4， 向 右 移 一 位 (二 位 )。 
要 求 商 的 10 位 数 ， 故 应 把 借 算 移 到 百 


Vl.o 
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| 
攻 禾 损 法 | 说 明 
六 
“ | 1 15<4’, 所 的 -位 数 为 3， 轩 3 
实 1 5 2 2 5 .于 商 的 十 位 上 ，3 乘 以 借 算 10023300， 
汪 4 3 在 法 的 下 一 位 i 3 . 
借 息 1 
1 法 ?上 的 数 实 际 上 是 4300， 乘 以 第 三 
1 讽 2 ， "位 商 4300x 3 = 12900， 由 “ 实 和 中 沽 
2 3 23 5 1 | 去 得 15225 一 12900= 2325, 改 为 新 实 。 
法 1 3 
| 借入 1 
， 300(3 x100) 加 4300 得 4600， 向 右 
站 |， 移 一 位 ， 作 罗汉 商 的 个 位 数 3J"“ 法 ”， 
实 2 3 2 5 ,把 借 算 移 到 个 位 。 
法 4 6 
| |! 
供 放 1 
TT | 由 46x 5<232<46x 6 ,得 第 三 位 商 
| ”” 为 5， 置 上 商 的 个 位 ， 以 信和 工本 之 ， 
人 2 3 2 5 得 5， 加 460 为 465。 
法 4 6 5 
| 
信和 入 1 | 
以 第 王位 商科 以 法 "465，465 x 5 = 
二 ”3 1 2325， 由 “37 减 之 " 尽 ”， 则 求 出 55225 
人 : | 的 平方 根 为 235。 
i 法 41465 
1 上 | 
| 借 算 1 | 


J 
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由 表 可 见 ， 筹 算 开 平方 法 与 现代 笔算 开平 方法 原理 上 基本 一 
栓 ， 步 踊 也 大 体 相 当 ， 不 过 哄 烦 一 些 而 已 。 

以 上 是 几 种 基本 代数 运算 的 筹 算 方 法 ， 它 们 是 其 他 算法 
的 基础 。* 九 章 算 术 > 在 这 些 基本 算法 的 基础 上 引入 了 许多 独 
特 的 算法 ， 前 儿 节 我 们 介绍 了 其 中 一 些 。 实 际 上 ，《 九 章 算 
术 ， 中 的 “ 术 ” 都 是 使 用 算 筹 计算 的 算法 。 

2， 筹 算 的 作用 与 影响 

从 公元 前 5 世纪 起 ， 中 国 古 代数 堂 中 就 广泛 应 用 了 算 
筹 ， 筹 算 在 2000 多 年 时 间 里 是 主要 的 计算 工具 〈 直 到 15 址 纪 
前 后 ， 才 为 由 算 筹 发 展 起 来 的 珠算 盘 所 取代 ), 筹 算 无 疑 对 中 
二 二 代数 学 产生 了 巨大 的 影响 。“ 九 章 算 术 ? 是 在 这 种 影响 下 
成 书 的 ， 我 们 通过 这 部 著作 来 探 过 筹 算 对 中 国 古 代数 学 的 影 
响 。 

(1 ) 促 进 了 中 国 古 代 独 特 的 数 制 的 形成 和 发 展 。 

中 国 古 人 在 世界 上 最 时 采用 了 十 进位 值 制 ， 马 克 思 说 这 
是 “最 妙 的 发 明之 一 "。 了 了 古人 用 算 筹 记 数 (如 图 2.9 所 示 ) ， 
把 这 种 算 筹 记 法 用 笔 写 ( 画 ) 下 来 ， 就 是 筹 算数 字 ， 十 代 长 期 
使 用 这 种 数字 。 

位 值 制 记 数 法 的 一 个 关键 符号 是 零 号 ， 没 有 霍 号 就 无 法 
区 别 如 1204，12004 和 124 这 样 的 数 。 零 号 的 使 用 和 进入 运算 
是 数学 发 展 中 极 重 杰 也 是 颇 为 困难 的 一 步 。 巴 比 伦 人 采用 了 
位 值 制 ， 但 他 们 一 直 缺 乏 适 当 的 零 号 ， 玛 雅 人 正式 使 用 过 零 

。 现 在 使 用 的 “ 0 ?号 是 印度 人 在 公元 876 年 以 后 开始 使 用 
的 ， 后 来 经 阿拉 伯 人 传人 欧洲 ， 逐 渐 得 到 通用 。 而 中 国 十 

D 转 引 自 梅 玉照; 《十 进位 信 制 、 筹 算 和 妹 牌 》, 载 《 中 国 古 代 科 技 成 就 》， 

第 73 页 . 
( 反 梁 宗 巨 : 《世界 数学 史 简 编 >，40 页 。 
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代数 学 中 的 零 号 却 是 在 使 用 筹 算 数字 记 数 中 自然 而 然 地 产生 : 
出 来 的 ， 这 是 筹 算 方法 的 一 大 成 就 。 

在 用 筹 算数 字 记 数 时 (用 算 筹 捍 数 时 也 一 样 )， 菜 一 位 .上 
没有 数 就 用 空格 表示 。 由 于 各 位 数字 纵横 相间 ， 所 以 不 会 搞 
错 。 在 书写 时 ， 古 书 的 缺 字 都 用 “ 口 ”表示 ， 数 字 间 的 空位 ， 
往生 也 按 书写 习惯 用 “ 口 ? 表 示 。 书 写 的 字体 常用 行书 ， 这 时 
方志 就 容易 随便 画 成 圆圈 了 。 邑 以 “O 〇 O” 作 零 号 。 文 献 中 ， 最 
早 是 金 代 《大 明 历 >(1180 年 ) 确切 用 了 这 种 记 法 , 如 把 403 记 为 
“四 百 〇 三 ?。 注 总， 中 国 二 代 的 口号 是 一 圆圈 ， 与 阿拉 伯 数 . 
字 中 的 扁 贺 0 号 是 不 同 的 。 1 

(2) 促 进 了 数学 在 各 个 领域 中 的 应 用 。 

筹 算 过 程 ， 按 前 述 ， 是 一 个 “机 械 化 ”的 过 程 ， 只 要 掌握 
了 运算 规则 ， 就 能 顺利 得 出 结果 。 因 此 ， 特 别 适 合 于 人 在 各 个 
领域 中 的 应 用 ， 只 要 给 出 一 定 的 数据 ， 就 能 机 械 地 得 出 结果 : 
来 、 古人 具有 万 物 与 数 相关 联 的 观念 ， 因此 产生 的 各 领域 
中 的 问题 都 可 以 用 数学 来 解决 的 想法 ， 是 通过 筹 算得 以 实现 
的 。 人 们 在 运算 中 使 用 的 算 筹 ,既是 体现 ^ 数 ?的 实物 , 又 构成 . 
世界 的 一 个 最 基本 的 模型 ， 它 可 以 代替 运用 数学 处 理 的 问题 
现实 中 所 涉及 到 的 一 切 事物 。 筹 算 在 各 个 领域 中 的 广泛 应 用 
促进 中 国 十 代数 学 一 一 例如 ¢ 九 章 算 术 » 一 一 形成 一 个 开放 的 
归纳 体系 。 

(3 ) 促 进 了 数学 内 容 的 算法 化 。 

因为 数学 中 采用 了 算 筹 为 计算 工具 ， 因 此 数学 内 容 主要 
是 指出 在 处 理 某 类 问题 时 的 筹 算 方法 ， 这 也 就 是 各 种 “ 术 ” 中 
讲述 的 东西 。* 九 章 算术 ?充分 体现 了 这 一 点 。 


名 某 宗 巨 , 《世界 数学 史 简 编 ?，40 页 。 
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(4 ) 促 使 中 国 古 代数 学 成 为 离散 化 的 数学 。 

由 于 各 种 河 凤 是 通过 算 筹 计 算 求解 的 ， 算 筹 则 是 “ 离 襄 
化 ”的 数学 工具 ， 它 们 只 能 表示 不 连续 的 是， 所 以 在 把 问题 
转化 为 用 算 筹 求解 时 就 是 把 问题 离散 化 了 。 中 国 古代 数学 的 
所 有 算法 都 是 采用 算 筹 (后 来 是 用 算盘 ， 算 盘 珠 也 是 一 种 离 
散 的 量 的 表述 形式 ， 的 算法 ， 所 以 都 是 离散 化 算法 。 这 种 算 
法 实际 上 是 使 用 离散 的 (或 称 为 数值 的 ) 计 算 工具 的 一 种 应 用 
程序 。 中 国 古 代数 学 从 来 注意 组 侣 问题， 从 < 周易?“ 八 封 方 
位 ?至 “纵横 图 ?实际 部 是 某 种 初步 的 组 全 数学 思想 的 产 物 ， 
在 进行 筹 算 时 ， 算 筹 的 布 列 位 置 有 重要 的 数学 意义 ， 与 这 种 
思想 也 有 一 定 的 联系 。 中 国 古代 数学 的 “ 数 形 结合 "的 方法 是 
很 典型 的 把 问题 离散 化 的 方法 。 这 些 与 算 筹 的 使 用 都 有 直接 
的 关系 。 

(5 ) 影 响 了 中 国 二 代数 学 的 符号 化 和 抽象 化 。 

以 < 九 章 算 术 ， 为 英 基 的 中 国 古代 数学 著作 中 长 期 玉 能 引 
入 必要 的 数学 符号 。 因 为 计算 是 通过 算 筹 实现 的 ， 书 籍 只 是 
记载 使 用 算 筹 的 算法 和 演算 数据 及 最 后 结果 ， 所 以 也 用 不 到 
各 种 运算 符号 ， 实 际 上 中 国 古 代数 学 中 并 没有 利用 特殊 的 
如、 减 、 乘 、 除 ，、 开 方 和 相等 的 符号 。 

社会 生产 、 生 活 各 领域 的 问题 都 需要 具体 的 数据 ， 利 用 
算 筹 更 离 不 开具 体 的 数 。 因 此 ， 中 国 古代 数学 倾向 于 解 各 种 
具有 种 种 具体 数据 的 计算 问题 ， 这 当然 在 很 大 程度 上 促进 了 
中 国 十 代数 学 的 发 展 ， 但 却 不 利于 产生 抽象 的 概念 和 命题 ， 
反而 也 就 难以 走向 抽象 化 ， 建 立 严格 的 逻辑 还 论 体系 的 方 
向 。 这 两 点 就 是 筹 算 给 我 国 古 代数 学 带 来 的 不 利 的 影响 ， 它 
们 也 确实 是 中 国 古 代数 学 的 两 大 弱点 。 只 是 到 了 宋代 才 出 现 
了 改变 它们 的 倾向 ， 但 不 入 又 “中 断 ?了 。 
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2.6 古代 数学 思想 方法 的 两 大 源泉 
- 《 九 章 算术 3》 与 《 几 全 原本》 

< 九 竟 算术 的 思想 方法 在 我 国 圳 代数 学 思想 方法 的 发 展 
沾 点 有 重要 的 地 位 。 就 我 国 儿 千 年 米 数学 思想 方法 发 展 的 全 
过 程 米 说 ，< 九 章 算术 ;可 以 看 作 是 继往开来 的 里 程 碑 ， 就 其 
对 中 国 和 世界 数学 思想 方法 的 影响 来 说 ， 可 以 看 作 疯 基石， 
就 其 地 位 和 作用 来 说 ， 可 以 称 之 为 典范 。 与 < 九 章 算术 ”一 
样 ， 对 二 代数 学 思想 方法 产生 过 巨大 影响 的 另 一 部 巨著 是 吉 
希腊 欧 几 里 得 的 < 儿 何 原本 *。* 几 何 原本 ?特别 对 后 世 的 数学 
以 至 于 科学 的 发 展 产 生 过 重大 影响 。 人 们 认为 ，: 九 意 算 术 > 
和 < 儿 何 原本 > 东西 辉 跨 ， 是 岗 代 数学 思想 的 两 大 源泉 ! 。 

< 几何 原本 > 的 作者 欧 儿 里 得 为 古 希腊 学 者 ， 生 卒 年 代 约 
为 公元 前 330 年 一 前 275 年 ， 其 生平 人 们 知之 甚 少 ， 猜 想 他 时 
年 在 雅典 受过 教育 ， 公 元 前 300 年 左右 ， 到 亚历山大 教学 。 
< 几何 原本 是 对 十 希腊 数学 的 整理 、 总 结 和 系统 化 。 对 十 希 
上 数学 来 党， 几何 原本 ?的 思想 方法 也 有 其 有 里 程 碑 、 商 基石 
御 业 范 的 意义 。 

《几何 原本 ? 共 13 卷 ， 前 四 卷 是 关于 平面 图 形 一 一 直线 形 
和 和 贺 一 的 理论 ， 第 五 卷 是 关于 比 和 比例 问题 的 理论 ， 第 六 
卷 是 关于 平面 相似 形 的 理论 ， 第 七 、 八 、 九 卷 是 关于 整数 的 
理论 ， 第 10 卷 研究 不 可 公 度 的 量 ， 后 三 卷 研 究 立体 图 形 ， 肉 
容 上 包括 了 当时 希腊 数学 在 各 方面 的 成 就 。 在 数学 思想 方法 

® 吴 文公 《< 坊间 算术 ” 注 叙 》 序 , 访 书 白 尚 息 车 ， 科 学 出 版 社 ，19883 人 年 ， 
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上 ， 它 有 如 下 特点 。 

1. 封 闭 的 演绎 体系 

《几何 原本 是 最 早 形成 的 演绎 体系 ， 是 一 个 由 一 般 到 个 
别 的 表述 体系 。 在 形式 上 ， 它 是 由 少数 不 定义 概念 (如 点 线 
等 ) 和 少量 不 证 明 的 命题 (公理 和 公设 ) 出 发 ， 按 一 定 的 逻辑 
规则 ， 定 义 出 该 体系 中 所 有 的 其 他 概念 ， 推 演出 所 有 其 他 的 
命题 (定理 ) 。 

在 * 儿 何 原本 > 中 ， 公 理 是 最 一 般 的 命题 ， 它 们 是 其 后 的 
全 部 泪 绎 推理 的 前 提 ，“《 几 何 原本 > 中 的 所 有 其 他 命题 ， 都 是 
由 公理 (通过 适当 的 定义 ) 推 导出 来 的 。 除 了 推导 所 需要 的 逻 
辑 规则 外 ，< 几 何 原本 > 的 由 一 系列 公理 、 定 义 、 定 理 等 构成 
的 数学 理论 体系 ， 原 则 上 不 必 依 赖 于 其 他 东西 。 当 然 ， 在 实 
际 上 , “几何 原本 > 在 其 些 地 方 背离 了 这 个 原则 ， 证 明 某 些 命 
题 时 运用 了 公理 和 逻辑 之 外 的 “直观 ”。 但 是 一 来 ， 那 只 是 个 
别 的 地 方 ， 并 不 影响 体系 的 大 局， 二 来 ， 那 正 是 作为 《“ 儿 何 
原本 ， 的 “缺陷 ? 而 受到 人 们 的 指责 ， 后 来 人 们 按 欧 几 里 得 的 
思想 ， 不 断 地 在 体系 中 排除 直观 ， 得 到 更 严格 的 数学 理论 体 
系 ， 其 指导 思想 正 是 由 < 几何 原本 开始 的 。 

从 < 几何 原本 > 的 逻辑 结构 来 看 ， 它 是 -一 个 演绎 体系 。 从 
几何 原本 * 与 社会 生产 、 生 活 的 关系 来 看 ， 它 的 理论 体系 是 
独立 于 社会 生活 而 展开 的 ， 在 其 发 展 中 也 回避 任何 与 现实 生 
活 有 关 的 应 用 问题 ， 因 而 对 于 社会 生活 的 各 个 领域 来 说 ， 它 
是 封闭 的 。 同 时 ，* 儿 何 原本 ， 除 所 用 的 逻辑 规则 外 ， 其 备 了 
其 理论 推导 的 所 有 前 提 ， 就 是 从 理论 发 展 形 式 奉 看 也 是 封闭 
的 体系 。 

2. 抽象 化 的 内 容 

«几何 原本 > 中 涉及 的 都 是 一 般 的 、 抽 象 的 概念 和 命题 ， 
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它 所 探讨 的 是 这 些 概 念 和 命题 之 间 的 逻辑 关系 ， 由 一 些 给 定 
的 概念 和 命题 推演 出 另 一 些 概念 和 命题 。 它 不 考虑 这 些 概 念 
和 命题 与 社会 具体 生活 的 关系 ， 也 不 研究 这 些 数学 “模型 ?所 
由 之 产生 的 那些 现实 原型 。 在 几何 原本 > 中 研究 了 “所 有 的 ” 
矩形 ( 即 抽象 的 矩形 概念 ) 的 性 质 ， 但 不 研究 任何 一 个 具体 的 
和 矩形 的 实物 的 大 小 。* 凡 何 原本 > 研究 了 数 (自然 数 ) 的 若干 性 
质 ， 但 却 一 点 也 不 涉及 具体 的 数 的 计算 及 其 应 用 。 在 它 的 研 
究 中 ， 用 线段 来 表示 一 般 的 数 ， 即 抽象 的 一 般 的 “ 数 ”"， 用 演 
绎 推理 来 研究 其 性 质 。 从 它 的 命题 自身 来 看 是 抽象 的 ， 而 这 
正 是 它 的 主要 内 容 。 从 另 一 方面 看 ， 具 体 是 多 样 性 的 统一 ， 
现实 世界 的 客观 存在 是 具体 的 ，« 几 何 原 本 > 却 极力 排斥 其 理 
论 命题 的 实际 应 用 ， 因 而 从 抽象 和 县 体 的 关系 来 看 ， 其 内 容 
也 是 抽象 化 的 。 

3. 公 理化 的 方法 

作为 现代 数学 的 一 种 基本 的 表述 方法 和 发 展 方式 的 公理 
法 就 是 以 欧 几 里 得 的 < 几何 原本 ?> 开 其 端的 。 它 采用 了 前 面 我 
们 指出 的 比较 严格 的 演绎 体系 ， 通 常 把 这 个 体系 称 为 公理 体 
系 ， 而 构造 公理 体系 的 方法 就 是 公理 方法 。 

《几何 原本 ?13 卷 ， 共 给 出 475 个 (有 的 版 本 是 477 个 ) 命 
题 ， 其 中 10 个 作为 公理 ， 其 条 465 个 命题 都 是 由 公理 及 有 关 
概念 的 定义 演绎 出 来 的 。 在 结构 上 ， 每 一 卷 的 开头 都 先 给 出 
本 卷 中 所 需要 的 概念 的 定义 ， 共 给 出 119 个 定义 。 其 中 除 了 
“点 ?>、“ 线 ?等 应 作为 不 定义 概念 、 还 缺少 一 些 必 要 的 不 定义 
概念 以 及 个 别 定义 不 确 外 ， 基 本 上 符合 现代 公理 法 对 概念 的 
要 求 。 从 结构 上 看 ， 在 第 一 卷 开 头 给 出 的 10 个 公理 ， 是 全 书 
其 他 命题 证 明 的 基本 前 提 ， 然 后 给 出 23 个 定义 ， 然 后 再 引入 
和 证 明定 理 。 定 理 的 引入 是 有 序 的 ， 因 为 在 一 个 定理 的 证 明 
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中 ， 公 许 采 用 的 论据 只 有 公理 和 前 面 已 经 经 过 证 明 的 定理 。 
以 后 各 卷 除了 不 再 给 出 公理 外 也 都 照 此 办 理 ， 全 书 来 看 也 符 
合 这 种 有 序 性 ， 后 面 各 卷 可 以 利用 前 面 各 着 中 的 定义 。 定 理 
作为 证 明 的 依据 ， 除 了 个 别 定理 的 证 明 不 够 严 洛 ， 例 如 利用 
了 图 形 的 直观 等 ， 还 有 个 别 的 证 错 以 外 ， 大 部 分 证 明 从 现代 
公理 法 的 角度 看 也 是 正确 的 。 

«几何 原本 > 的 公理 方法 的 影响 是 十 分 深远 的 ， 现 代数 学 
和 各 门 科 学 中 的 公理 方法 正 是 由 < 几何 原本 3 的 公理 方法 发 展 
出 来 的 。 

< 几何 原本 思想 方法 上 的 这 三 个 特点 也 是 相辅相成 的 。 
抽象 化 的 内 容 是 适合 于 演绎 体系 的 ， 抽 象 化 得 到 的 命题 具有 
普遍 性 ， 同 时 它 也 就 是 演绎 推理 中 的 一 个 环节 ， 又 适合 于 利 
用 公理 法 确定 它 在 公理 体系 中 的 位 置 。 同 时 抽象 命题 自身 又 
是 演绎 证 明 的 产物 。 总 之 , “希腊 的 数学 家 热 吏 于 逻辑 推理 与 
证 明 。 在 这 种 抽象 的 过 程 中 ， 数 学 问题 的 实际 背景 消失 了 ， 
数学 …… 研 究 人 为 定义 的 数学 对 象 。 证 明 的 对 象 是 抽象 的 命 
题 ， 被 证 明 的 命题 又 为 更 高 的 抽象 创造 了 条 件 。”? 公理 方法 
适合 于 应 用 到 抽象 的 内 容 中 ， 由 公理 法 得 到 的 理论 体系 ， 必 
然 是 一 个 演绎 体系 。 

4. 简 单 的 对 昭 

《几何 原本 :的 思想 方法 使 得 数学 理论 成 为 一 个 严谨 的 乔 
统 性 理论 。 这 是 真正 的 现代 意义 下 的 理论 ， 它 使 得 人 们 能 够 
在 一 定 程度 上 超越 当时 的 实践 ， 充 分 发 挥 自己 的 认识 的 能 动 
性 ， 得 到 意义 深远 的 理论 结果 一 一 利用 它们 可 以 指导 人 们 的 
实践 ， 提 高 人 们 认识 世界 、 改 造 世界 的 能 力 。 在 世界 上 提 

四 乐 秀成 : 《中国 与 西方 数学 系统 结构 比较 》， 葡 《自然 靛 证 法 通讯 》， 

1984 年 ， 第 3 期， 
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示范 、 指 出 方向 ， 是 * 几 何 原本 ?最 大 的 贡献 。 其 次 ， 在 数学 
上 也 获得 一 系列 的 成 果 。* 儿 何 原本 ?的 缺点 则 是 与 人 们 的 实 
践 离 得 太 远 ， 实 际 上 .由 于 它 的 封闭 体系 ， 完 全 咬 这 了 入 们 
的 实践 ， 这 使 得 尺 来 古 锁 腊 数 学 的 发展 六 生 了 脱离 生活 ， 成 
为 无 源 之 水 的 困难 。 此 外 ， 它 偏重 抽象 命题 的 证 明 ， 对 数值 
计算 重视 不 够 ， 也 影响 了 它 解决 实际 问题 的 能 力 。 

与 < 儿 何 原本 » 相 对 比 ，< 九 意 算 术 ; 开 他 了 开放 的 密切 与 
现 类 生活 相 联 系 的 数学 体系 ， 从 而 使 数学 在 社会 实践 的 推动 
下 得 到 不 断 的 发 展 ， 在 这 种 思想 方法 指导 下 ， 中 国 古 代数 学 
确实 取得 了 光辉 的 成 就 ( 见 本 书 附录 )。 算 法 化 的 内 容 则 使 中 
国 古 代数 学 具有 解决 实际 问题 的 能 力 。 这 种 理论 联系 实际 的 
重 应 用 、 重 计算 的 思想 是 推动 数学 发 展 的 动力 之 一 ， 因 而 在 
数学 的 发 展 中 ， 这 种 数学 思想 具有 普遍 的 意义 。 例 如 在 17 世 
纪 分 析 数 学 产生 之 初 ， 就 不 是 靠 理论 的 严格 ， 而 是 靠 实 际 应 
用 的 成 功 来 保证 数学 的 “可 靠 性 ”的 ， 央 办 它 得 到 迅速 的 发 
展 ， 开 创 了 数学 发 展 的 新 阶段 ， 现 代 应 用 数学 是 按 应 用 方向 
或 主要 应 用 的 数学 模型 分 类 的 ; 把 对 一 个 数学 定理 的 证 明 转 
化 为 利用 适当 算法 的 一 个 机 械 化 的 计算 是 现代 数学 的 重要 目 
标 之 一 ， 现 代数 学 村 成 一 个 开放 的 理论 体系 ， 成 为 各 门 科 学 
的 方法 或 工具 ， 利 用 数学 异型 解决 各 方面 、 各 领 成 的 问题 等 
等 思想 方法 与 < 九 帝 算术 > 的 轩 想 方法 是 相通 的 。 

表 2.9 给 出 二 者 的 基本 比较 。 

可 见 ，< 九 章 算 术 ; 和 ¢ 几 何 原本 的 思想 方法 各 有 自己 的 
特色 ， 二 者 相辅相成 ， 成 为 现代 数学 思想 方法 的 两 大 源泉 。 
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这 2.9 

项 自 f 九 章 算 术 ， ， 《 几 条 原本 ， 
洋 述 体系 开放 的 归纳 体系 封 内 的 演绎 体系 
主要 内 容 利用 算 筹 的 算法 抽象 的 命题 ( 475 

(202 个 ) 个 ) 

构 志 体系 的 方法 数学 模型 法 公理 法 
侧 生 的 数学 方法 计算 (数值 计算 ) 证 明 ( 定 理 证 明 )，， 
培养 的 能 力 计算 能 力 逻辑 证 明 能 力 
理论 体系 的 逻辑 性 | 不 够 严格 比较 严格 


理论 与 实践 的 关系 | 密切 不 密切 
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秦汉 以 来 ， 中 国 成 为 一 个 大 一 统 的 封建 专制 主义 的 大 沉 
国 。 对 于 这 样 一 个 大 一 统 的 国家 政权 来 说 ， 它 的 首要 功能 就 
是 组 织 好 社会 生产 ， 正 如 马克 思 所 说 : “一切 亚洲 政府 所 必须 
实现 的 经 济 功能 ， 即 建立 公共 工程 的 功能 。?” 因而 “中 国 封 
建 社会 中 的 国家 机 器 并 非 单纯 只 是 个 上 层 建 筑 ， 而 且 也 是 个 
庞大 的 经 济 实体 。”2 这 样 “ 关 于 经 济 功 能 或 公共 工程 的 功 
能 ， 在 中 国 历 史上 更 为 突出 ， 不 仅 “ 男 耕 女 织 " 这 一 农业 和 手 
工业 的 特殊 结合 方式 是 由 政府 去 组 织 并 管理 ， 是 由 "大 司 农 ” 
以 至 ' 户 部 ' 这 样 公私 财政 统一 的 机构 去 指挥 ?39， 而 且 历 来 
的 大 规模 治水 筑城 等 都 是 在 政府 组 织 领 导 下 进行 的 政府 还 
要 组 织 并 经 营 常备 军 武器 装备 的 生产 、 皇 室 的 各 种 消费 品 的 
生产 ， 也 就 是 说 要 组 织 和 经 营 手工 业 生 产 及 商业 活动 。 在 中 
国 封建 社会 中 ， 农 业 、 手 工业 和 商业 主要 是 由 国家 管理 或 其 
由 国家 经 营 。 可 以 说 ， 对 社会 生产 的 管理 经 营 是 中 国 封建 社 
会 国家 机 构 的 重要 职能 之 一 ， 因 而 在 中 国 古 代 ， 对 社会 生产 
进行 管理 经 营 是 政府 官员 的 职责 ， 为 履行 这 些 职责 ， 一 定 的 
数学 知识 是 必须 的 。 饭 以 中 国 古 代 教 育 要 使 士 人 要 做 官 的 
读书 人 ) 掌握 六 艺 ， 礼 乐 射 御 书 数 ， 数 就 是 数学 。 这 样 ， 社 
会 实践 向 数学 提出 的 头 一 个 要 求 就 是 把 数学 应 用 于 各 个 领 

@ 马克 时:《 瞳 余 价 值 学 说 史 》， 第 3 卷 ， 人 民 出 版 社 ， 第 447 页 。 

@@ 同 炙 提 f “ 中 国 封建 社会 经 济 结构 的 基本 特征 ;， 载 《中 国 社 会 科学 ?。 


图 伐 外 亡 : 《中国 封建 社会 史话 》 人民 出 版 福 ，1979 年 ， 第 21 责 
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域 。 这 种 情况 ， 在 先秦 就 已 存在 了 ， 正 是 由 于 社会 实践 的 这 
种 要 求 ， 才 使 中 国 占 代 数学 形成 了 《 九 章 算术 ?那样 的 思想 方 
法 。 素 充 以 后 ， 迹 种 请 况 并 没有 发 生根 本 的 变化 ， 只 是 社会 
生产 不 断 向 前 发 展 ， 与 此 相应 ， 数 学 思想 方法 也 取得 了 进 一 
步 的 发 展 。 本 章 探 讨 汉 代 至 唐 代 ，¢ 九 童 算术 之 后 数学 思想 
方法 的 进一步 发 展 ， 它 们 是 < 九 章 算 术 > 的 思想 方法 的 继承 和 
发 展 。 


3.1 著名 历 算 家 的 思想 方法 


中 国 古代 产生 了 许多 著名 的 数学 家 ， 由 于 中 国 古代 数学 
与 历法 编 算 有 密切 的 关系 ， 几 乎 所 有 的 数学 家 都 参加 过 历法 
编 算 工 作 ， 历 史上 历 、 算 并 称 ， 叫 做 历 算 家 。 这 里 ， 我 们 介 
绍 汉 唐 闻 对 中 国 古 代数 学 发 展 作出 重大 贡献 的 几 位 历 算 家 的 
数学 思想 方法 。 

1. 刘 座 的 数学 观 

刘 均 (公元 前 50 年 一 公元 23 年 ) 汉 代 人 ， 他 没有 专门 的 数 
学 著作 传世 ， 他 的 主要 数学 活动 是 编 算 ‘三 统 历 >。 这 方面 他 
提出 “ 岁 星 超 展 ? 的 算法 ， 以 改进 岁 星 ( 木 星 ) 的 周期 计算 。 

刘 款 认为 ， 数 就 是 一 、 十 、 百 、 千 、 万 等 ， 人 们 用 它们 
来 计算 事物 的 数量 ， 探 讨 性 理 命运 发 展 的 规律 。*《 书 ?说 ， 要 
擎 握 万 物 ， 就 要 先 掌 握 算 、 数 的 道理 。 万 物 起 毛 黄 钟 之 数 一 
《 黄 钟 管 长 九 寸 、 与 一 尺 差 一 寸 ， 所 以 说 黄 钟 一 才 ) ， 一 乘 以 
三 ， 再 乘 以 三 ， 等 等 ， 一 直 乘 11 次 三 〈 连 同 黄 钟 数 一 ， 共 12 
个 数 ， 即 经 历 了 “十 二 辰 ?) 得 到 177147， 这 时 阴阳 和 谐 、 五 
行 相 因 ， 化 生 了 万 物 。 执 行 算 法 的 工具 是 竹 筹 ， 竹 筹 的 直径 
为 一 分 ， 长 度 为 六 寸 ，271 根 竹 筹 能 构成 一 个 底面 为 正六 边 
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sven eget ii Cie i 
形 的 楼 柱 ， 担 在 手中 正好 够 一 把 。 这 个 直径 表示 声 律 中 的 黄 
钟 的 管 围 ( 九 分 ) 的 单位 (一 分 )、 长 度 则 是 声 律 中 林 钟 的 长 订 
(六 寸 )， 成 一 把 之 数 271 则 是 占 签 用 的 著 草 数 (49)、 乾 卦 的 
策 数 (216) 和 每 卦 艾 数 (6 ) 之 和 (271 = 49+216+6)。 几 是 推 
算 历法 、 确 定 音 律 、 制 造 器 上 胃 、 用 规划 圆 及 用 吞 验方 ， 制 定 
引 使 用 度量 衡 ， 探 寻 事 物 背 后 的 隐藏 的 奥秘 ， 测 区 人 们 大 不 
| 钓 深远 之 处 ， 没 有 不 利用 算 筹 和 数学 的 。 用 它 去 度 长 短 、 

晤 多 少 ， 称 轻重 部 能 达到 比较 精确 的 s 邮 步 。 有 关 数 和 计算 的 
方法 称 之 为 “算术 > ， 应 规定 为 全 国 小 学 的 课程 。 这 些 都 由 大 
史 、 狼 和 (两 种 官职 ) 负 责 管理 。( 原 文 ,，“ 数 者 ， 一 十 站 二 万 
也 ， 所 以 算数 事物 、 上 顺 性 命 之 理 也 。 所 日， 先 其 算命 。 本 起 
于 黄 钟 之 数 ， 始 于 一 ， 而 三 之 ， 三 三 积 之 ， 历 十 二 展 之 数 十 
有 七 万 七 千 一 百 四 十 七 ， 而 五 数 备 侨 。 其 算法 用 竹 ， 径 一 
分 ， 长 六 寸 ， 二 百 七 - 上 一 榴 而 成 六 稻 为 一 担 。 径 象 乾 律 黄 
钟 之 一 而 长 象 坤 吕 林 钟 之 长 。 其 数 以 易 ， 大 衍 之 数 五 十 其 用 
四 十 九 ， 成 阳 人 入 关 得 周 流 六 虚 之 象 也 。 夫 推 历 , 生 律 , 制 颖 、 

规 轩 、 乍 方 、 权 重 、 和 衡平、 准绳 、 吏 量 ， 探 栈 素 隐 、 钧 深 臻 
远 莫不 用 下 。 度 长 短 者 不 失 豪 厘 ， 量 多 少 者 不 失 诗 撮 ， 权 轻 
重 者 不 失 乘 尹 ， 纪 于 一 协 于 十 长 于 百 大 于 千 衔 于 万 ， 共 法 在 
算术 ， 宜 于 天 下 小 学 ， 是 则 职 在 太史 闵 和 掌 之 ”D )。 

由 此 可 见 ， 刘 就 的 数学 观 包 括 以 下 儿 种 思想 ， 

(1 ) 强 烈 的 数学 实用 思想 。 他 主张 把 数学 应 用 于 社会 生 
产生 活 的 各 个 领域 。 实 际 上 ， 他 利用 数学 ， 编 算 了 一 部 “三 
统 历 ,他 还 制 做 过 全 国 统一 的 度量 衡 标准 器 ，“ 律 嘉 量 射 ” 就 
是 其 中 之 一 。 


0@ 《 汉 书 ， 律 历 志 ?。 
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(2 ) 刘 均 有 具有 早期 进行 数学 教育 的 思想 。 一 方面 继承 了 
十 人 把 数学 列 为 七 人 必修 的 “六 二? 之 一 的 思想 另 一 方面 ， 
他 又 提出 把 数学 列 和 人 “天王 小 党 ?的 主要 课程 ， 主 牙 呈 期 进行 
较 普 遍 的 数学 教育 的 电 想 ， 可 以 看 作 隋 唐 之 际 数学 教育 大 发 
展 的 先 声 。 

(3 ) 划 南 还 有 谊 厚 的 数学 神秘 思想 。 由 上 文 可 见 ， 他 继 
承 了 < 周易 > 以 来 的 万 物 与 数 相关 联 的 思想 ， 给 各 种 数目 赋予 
神秘 的 色彩 ， 如 人 竹 筹 的 尺度 ， 一 定 要 和 «周易 联系 起 来 。 不 
仅 如 此 ， 他 在 :三 统 历 ?的 编 算 中 ， 也 一 再 采用 了 赋予 各 种 数 
据 神 秘 意义 的 作法 。 例 如 + 三 统 历 3 之 “三 统 ” 来 历 ， 他 就 说 ， 
最 大 的 天 数 是 9 ， 最 大 的 地 数 为 10， 共 和 为 19， 而 黄 钟 〈 长 
度 ) 自 乘 为 81，81x 19 =1539， 所 以 1539 年 为 一 “ 统 ? ,而 “三 
代 各 据 - 一 统 ， 明 三 统 党 合 ， 而 选 为 首 ?， 故 称 为 《三 统 历 》 。 
这 种 神秘 思想 则 对 后 世 数 学 发 展 起 着 消极 的 作用 。 

2.< 九 章 算 术 注 > 的 基本 思想 方法 

刘 微 是 三 国 时 魏 人 和信， 在 公元 263 年 为 * 九 章 算术 作 注解 
10 卷 ， 其 中 第 10 卷 “ 重 益 ? ， 唐 代 开 始 以 * 海 岛 算 经 ?为 名 成 另 
本 。 刘 徽 的 < 九 章 算术 注 ? 全 面 阐发 了 原 书 的 “ 术 >， 并 且 引 入 
了 一 系列 数学 新 成 果 ， 主 要 有 。 十 进 小 数 ， 分 数 通 分 法 ， 求 
两 数 最 小 公 倍数 的 方法 ， 正 负数 的 计算 规则 ， 解 线性 方程 组 
的 方法 等 等 , 求 圆周 率 的 方法 和 圆周 率 r= 3.14、 x =3.1416， 
提出 重 表 法 、 连 素 法 和 累 矩 法 等 三 种 测量 方法 ， 尤 其 重要 的 
是 ， 他 在 世界 上 是 第 一 个 在 数学 中 运用 极限 思想 的 ， 他 提出 
了 独 具 特 色 的 “出 入 相 补 原理 ”， 发 展 了 古代 的 形 数 结合 的 思 
想 。 这 两 点 ， 后 面 专 门 探讨 ， 这 里 只 探讨 刘 徽 < 九 章 算 术 注 > 
:的 基本 的 思想 方法 。 
刘 微 的 基本 思想 方法 是 对 九 章 算 术 * 思 想 方 法 的 继承 和 
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发 扬 。 

刘 微 的 成 就 也 是 通过 “ 术 ” (对 * 九 章 算 术 ? 中 的 “ 术 ? 的 注 
a 或 新 创建 的 “ 术 ”) 来 表达 的 , 有 的 成 就 本 身 就 是 一 个 “ 术 ”， 
例如 “ 齐 同 术 ”、“ 割 贺 术 ”、“ 正 负 术 ”"、“ 方 程 新 术 ” 等 。 后 来 
成 为 独立 的 著作 的 x 海 岛 算 经 ,与 * 九 章 算 术 * 在 体系 、 内 容 和 
方法 上 都 是 一 致 的 ， 共 收入 9 个 题 、 都 是 当 村 社会 和 产 和 生 
活 中 所 遇 到 的 实际 问题 ， 如 测 远 处 岛 高 及 岛 远 ， 测 山上 树 高 
及 山 的 远近 、 测 远 处 城郭 的 大 小 及 远近 ， 测 谷 深 、 楼 高 、 河 
宽 、 水 深 等 等 ， 主 要 内 容 也 是 “ 术 ” .一 一 求解 该 类 问题 的 一 个 
算法 ，《 海 岛 算 经 》 共 列 出 10 个 “ 术 ”， 主要 采用 了 数学 模型 
法 ， 与 < 九 章 算术 相同， 在 问题 中 就 归纳 出 模型 ， 再 用 “ 术 ” 
表述 出 来 ， 所 谓 “ 术 ”也 是 使 用 算 敌 计算 的 算法 。 

刘 微 通过 为 ( 九 章 算术 ， 作 注 来 表述 自己 在 数学 上 的 研究 
成 果 ， 说 明 他 是 竹 同 ¢ 九 章 算术 的 基本 思想 方法 的 。 刘 徽 也 
是 把 数学 应 用 于 社会 生活 的 各 个 领域 中 去 的 ， 在 注 文中 ， 他 
对 刘 均 所 造 “ 律 嘉 量 狮 ? 进 行 了 核算 。 在 另 一 处 (“ 商 功 ” 章 第 
25 题 注 )， 对 当时 用 的 一 种 标准 号 器 一 一 “大 司 农 解 ” 进 行 了 
推算 。 刘 微 使 < 九 章 算 术 » 的 算法 更 正确 、 更 完 深 ， 同 时 也 更 
便于 利用 。 所 以 ， 他 实际 上 是 全 面 继承 并 发 展 了 《 九 章 算术 > 
的 思想 方法 ， 他 对 < 九 章 算术 ?的 注解 同 原 书 一 道 ， 成 为 中 国 
古代 数学 的 基石 ， 对 后 世 产 生 了 巨大 的 影响 。 刘 微 在 中 国 古 
代数 学 中 首次 引入 比较 严格 的 证 明 ， 则 是 对 <“ 九 章 算术 思想 
方法 的 深化 ， 具 有 重大 的 历史 意义 。 

5.“ 出 入 相 朴 原理 ? 是 数学 证 明 的 基础 

“出 入 相 补 原理 "”， 又 称 “ 以 一 补 典 法 ”, :是 刘 徽 发 展 并 系 : 
统 化 了 的 一 种 独特 的 数学 方法 。 先 看 两 个 例子 。 

例 1 “ 方 田 " 章 第 26 题 注 。 
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题 ; “又 有 证 国 广 五 步 二 分 步 忆 一 ， 从 八 步 三 分 步 之 二 。 
癌 为 田 几 何 。 答 上 月， 二 十 三 步 六 分 步 之 五 。 术 日 ， 半 广 以 乘 
正 从 。? 注 :“ 半 广 者 ， 以 盈 补 碟 为 直 田 也 。 亦 可 半 正 从 以 条 
广 。 按 半 广 乘 从 ， 以 取 中 平 之 数 。 故 广 从 相 乘 为 积 步 。 亩 法 
除 之 ， 即 得 也 。” 这 是 求 等 腰 三 角形 的 面积 ,“ 广 ”是 其 底 边 ， 
“< 正 从 ”是 底 边 上 的 高 。 注 文 涪 的 两 种 “以 公 补 虚 法 ”分 别 由 图 
3.1 的 a。 和 45 表 出 。 前 者 以 公司 补 在 和信 回 的 位 置 ,后 者 以 
六 图 补 在 人 @@ 的 位 置 同时 以 二 全 补 在 人 @@ 的 位 置 。 都 是 把 等 
腊 三 角形 田 变 换 成 等 积 的 矩形 因 ( 直 图) 再 利用 “ 方 田 术 ” 求 面 
积 。 


例 2 义 股 术 注 。 

“名 股 术 日 ;- 勾 股 各 自 乘 ， 并 而 开 方 除 之 ， 即 纺 。 » 刘 微 
福 :“ 勾 自 乘 为 朱 方 ， 股 自 乘 为 青 方 ， 令 出 人 相 补 ,各 从 其 
.类 ， 因 就 其 余 不 移动 也 。 合成 弦 方 之 守 ， 开 方 除 之 ， 即 蓄 
也 。” 与 注 相 对 应 ， 刘 徽 还 绘 出 图 (已 佚 )。 现 按 清 人 李 锐 (1768 
-一 1817) 的 说 法 补 图 (如 图 3.2)， 释 刘 微 的 注解 如 于: 

”如 图 ， 人 入 A BC 为 直角 三 角形 ， 以 久 为 边 的 正方 形 为 朱 
方 ( 刘 徽 图 中 以 色 涂 之 )， 以 股 为 边 的 正方 形 为 青 方 。 以 但 补 
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一 


负 3 .2 


虚 ， 将 打 、 青 二 方 并 成 眩 方 。 依 共 面 宽 美 系 有 a? + 5b? = c*。 
由 于 朱 方 、 青 方 各 有 一 部 分 在 珍 方 内 ， 于 一 部 分 就 不 动 了 。 

这 两 阅 前 用 到 了 出 入 相 补 原理 ， 这 是 中 国 古 代 一 个 关于 
“ 形 ” 的 问题 求解 的 一 个 重要 原理 ，“ 用 现代 语言 来 说 ,就 是 指 
这 样 的 明显 事实 ， 一 个 平面 图 形 从 一 处 移 置 他 处 ,面积 不 
变 ， 又 若 把 图 形 分 割 成 若干 天 ， 那 么 各 部 分 面积 的 和 等 于 原 
来 凶 形 的 面积 ， 因 而 图 形 移 置 前 后 诸 面积 间 的 和 、 莽 有 简单 
的 相等 关系 。 立 体 的 博 形 也 是 这 样 ,。?”+ 刘 向 不 仅 在 “ 方 田 ”、 
“ 商 功 ”、“ 勾 股 ”等 章 涉 及 到 图 形 的 问题 中 一 再 运用 这 个 原 
理 ， 并 且 在 其 他 问题 ， 例 如 开平 方 、 开 立方 及 解 二 次 方程 中 
应 用 了 出 入 相 补 原理 。 

“ 少 广 * 章 的 开平 方术 前 章 己 作 了 介绍 。 刘 徽 在 注 中 用 出 
和 人 相 补 原理 进行 了 论证 。 在 论证 中 首先 把 数 的 开平 方 归结 为 
求 一 个 已 知 面积 的 正方 形 的 一 边 长 (如 图 3,3 所 示 )。 


图 吴 文 僵 : 《* 九 章 算术 ”与 娩 逆 》， 北京 师范 大 学 出 版 社 ，1982 年 ， 第 58 
-59 页 。 
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| 到 3.3 


以 < 少 广 ? 党 第 12 题 求 55225 的 平方 根 为 例 。 此 时 正方 形 
ABCD 的 面积 为 55225， 求 4B 的 长 。 由 于 当 对 已 采用 十 进位 
值 制 记 数 法 。4 B 应 是 一 个 百 位 数 ， 所 以 求 4 8 长 的 方法 就 
是 依次 求 出 百 位 数 、 十 位 数 和 个 位 数 。 按 前 述 ， 先 估计 百 位 
数字 为 2， 因 而 在 4B 上 截 4E =200， 作 正方 形 ( 以 AE 为 
边 ) 即 为 * 黄 甲 ”， 它 的 边 4E 的 两 倍 称 为 “ 定 法 "。 在 4BCD* 
中 除去 黄 甲 ， 剩 余 的 曲 尺 形 面积 为 55225 - 200 = 15225。 得 
合计 十 位 数字 为 3， 在 EE BB 上 取 政 使 EF =30， 补 成 正方 形 
AFHG， 由 黄 甲 变 成 4FHG 增加 上 算 形 “ 朱 敌 ”2 个， 正方 
形 “ 黄 乙 ”1 个， 它们 的 面积 分 别 是 2 x 200x30，302， 从 
.4BCD 中 除去 AF HG， 所 余 曲 尺 形 面积 为 


15225— (2 x 30x200+900) = 2325。 
得 估计 个 位 数 是 5， 在 FB 上 取 了 使 FI = 5， 并 补 作 正 方 
形 A1JK， 从 ABCD 中 除去 A1JK 则 变 由 上 次 所 余 积 2325 中 : 
除去 新 补 出 来 的 曲 尺 形 ， 二 “青竹 ”与 一 “ 黄 丙 ”， 所 余 为 


2325-—(2x5 x230+ 5*)= 0 
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即 刀 与 了 重合 ， 这 就 得 出 55225 的 平方 根 是 235。 

出 入 相 补 原理 可 以 说 贯穿 在 刘 短 的 整个 < 九 绽 算术 注 > 
中 ， 它 反映 了 当 对 人 们 已 具有 了 较 高 的 抽象 概括 能 力 ， 抽 象 
概括 出 解决 实际 问题 的 一 般 原理 ， 而 这 种 一 般 原理 又 苹 有 简 
明 性 和 较 强 的 直观 性 ， 用 它 能 帮助 人 们 把 许多 算法 联系 起 来 
并 得 出 更 多 的 有 效 算 法 ， 已 证 实 ， 刘 徽 的 < 海岛 算 经 ?的 10 个 
术 , 可 以 说 都 是 采用 出 入 机 补 原理 得 到 的 > 。 因 此 ,实质 上 ， 
出 入 相 补 原理 的 提出 ， 反 喘 了 刘 徽 斗 于 中 国 古代 传统 的 数 尝 
思想 做 了 大 的 发 展 。 

刘 微 的 “出 入 相 补 原理 "是 有 它 的 历史 渊源 的 ， 它 的 来 源 
大 致 如 下 到， 

天 文 高 、 远 ~ 勾 股 、 重 差 一 


| 
田地 “面积 一 一 一 一 一 一 一 出 入 宵 补 原理 


土建 “体积 一 一 一 一 一 一 
一 一 一 一 一 一 -> 刘 微 原理 


计算 田地 面积 和 修 城 、 开 河 ， 兴 修 其 他 水 利 工程 的 计算 和 天 
文 测量 等 社会 实践 问题 正 是 产生 出 人 相 补 原理 的 根源 。< 周 
体 算 经 ?和 《 九 章 算术 则 可 看 作 是 中 间 的 理论 过 渡 。 出 人 相 
补 原理 也 是 中 国 古 代数 学 实用 思想 的 重要 成 果 之 一 。 它 反 过 
来 在 实践 中 得 到 广泛 的 应 用 ， 并 为 许多 算法 提供 了 依据 。 实 
.用 也 是 刘 微 的 重要 数学 思想 ， 他 说 过 利用 数学 可 以 “ 建 历 纪 、 


@@” 吴 文俊 : 《es 九 举 算 术 " 与 刘 徽 》， 第 60 页 。 
图 吴 文 俊 ; 《出 入 根 补 蛛 理 》， 瞄 《中国 古代 的 科技 成 就 ?。 中 国 冯 年 出 最 
社 。 第 100 页 。 
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协 律 吕 ” 印 把 数学 应 用 于 社会 生活 的 各 个 领域 。 

利用 出 入 相 补 原理 ， 可 以 实现 图 形 的 互相 转化 ， 例 如 三 
角形 积 矩 形 ， 还 可 以 实现 数 与 形 的 互相 转化 ， 如 人 尺 又 数 和 正 
方形 面积 的 转化 ， 方 根 和 正方 形 边 长 的 转化 等 等 。 这 些 转 化 
站 含 了 朴素 的 崔 证 思想 。 这 也 是 中 国 古 代数 学 思想 方法 的 一 
大 特色 。 

4.“ 害 国术 ”中 的 极限 思想 方法 

“ 割 贺 术 ? 是 刘 徽 为 “ 方 田 章 ?第 32 题 的 ^ 贺 也 术 ?> 作 注 时 引 
入 的 ,用 来 求 圆 面 积 及 推算 圆周 率 。 刘 徽 赔 :“ 按 于 周 为 从 ， 
半径 为 广 ， 故 广 从 相 乘 为 积 步 也 。 假 令 贺 答 二 尺 ， 癌 中 容 六 
侯 之 - 面 ,与 圆 径 之 半 , 其 数 均等 。 合 经 率 一 而 外 周 率 三 也 。 
又 按 为 图 ， 以 六 角 之 一 面 乘 半径 , 因而 三 之 ,得 十 二 侯 之 医 。 
车 又 出 之， 次 以 十 二 舱 一 面 乘 半 径 ， 因 而 六 之 ， 则 得 二 十 中 
艇 之 寡 。 割 之 弥 细 ， 所 失 弥 少 。 制 之 又 齐 ， 以 至 于 不 可 制 ， 
则 与 圆 合体 ， 击 无 所 失 矣 。 角 面 之 外 ， 狂 有余 径 。 以 面 乘 余 
径 ， 则 赛 出 弧 表 。 若 夫 确 之 红 者 , 与 圆 合 体 , 则 表 无 余 径 。 表 
无 你 径 ， 则 雪 不 外 出 兢 。 以 -一面 乘 半 径 ， 舱 而 裁 之 ， 每 辑 自 
倍 。 故 以 半 周 乘 半 径 而 为 圆 需 .? 我们 以 现代 语言 作 些 解 释 。 

刘 微 的 结论 是 ， 把 贺 半 和 俊 看 作 宽 ， 把 贺 的 半 周 看 作 长 ， 
贺 面 积 就 与 有 相应 宽 长 的 矩形 等 积 。 

他 以 圆 内 接 正 多 边 形 ( 佣 ) 来 证 明 这 个 命题 。 从 贺 内 接 正 
六 边 形 (* 圆 中 容 六 航 ”) 开 始 ， 把 圆 内 接 正 六 边 形 的 一 边 (ae) 
乘 以 半径 Cr )， 三 倍 起 来 就 得 圆 内 接 正 十 二 边 形 的 面积 (3:， 
= 3aer )。 由 辕 内 接 正 六 边 形 得 出 加 内 接 正 十 二 边 形 ， 称 之 
为 “出 "( 边 数 倍 增 )。 如 果 我 们 把 正 # 边 形 的 周 长 记 为 P,, 则 


S12 -3asr=4ar。 其 推 证 见 图 3.5。 筝 形 40BC 面积 = 
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Er 


48， OC = asr， 贺 内 接 正 十 二 


边 形 面积 S14 等 第 形 面积 的 6 售 ， 
有 


Sis=6x( a, 全 


按 此 法 让 间 网 ， 得 Sa = 6a1zr=12( esr), 以 此 类 的 ， 有 
Som= He° r 


这 里 m 是 6 的 倍数 ， 即 m= 3。，2"!。 

这 样 先 取 右 周 分 成 6 等 分 得 圆 内 接 正六 边 形 ,“ 制 ” 一 次 ， 
使 边 数 倍增 ， 得 正 十 二 边 形 ， 再 割 一 次 ， 得 圆 内 接 正 二 十 四 
边 形 ， 照 这 样 不 断 害 下去， 得 到 的 贺 内 接 正 多 边 形 的 边 长 及 
所 对 应 的 弧 就 越 来 越 香 ， 此 即 “ 割 之 浆 细 ? 。 

车 不 断 割 下 去 ， 边 数 不 断 增加 ， 则 图 内 接 正 多 边 形 的 面 
积 与 圆 面积 的 差 就 越 来 越 小 ， 此 即 “ 所 失 弥 少 ?。 

按 这 种 方法 不 断 割 下 去 ， 当 荐 的 次 数 无 限 增加 时 (“ 制 之 
又 市 ， 以 至 于 不 可 制 *")， 图 内 接 正 多 边 形 的 面积 有 一 个 极 
了 眼 ， 即 圆 的 面积 ， 此 时 就 使 圆 内 接 正 多 边 形 “ 与 圆 合体 而 无 
所 失 颁 ?。 表 现 为 一 个 真正 的 极限 过 程 ， 


limlSs.2*- SI= 0 


和 
limSs.1n= S (S 为 加 的 面积 ) 
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凡 贺 的 内 接 正 多 边 和 和 了 关 来 比较 ， 
它们 之 间 在 面积 上 的 差别 ,就 是 有 “ 余 
径 ”, 指 的 是 圆 六 径 与 圆 内 接 正 多 边 形 
边 心 距 之 差 。 如 图 3.6，CDD 为 余 径 ， 
以 C DD 为 宽 ， 边 长 4B 为 长 的 入 形 
ABFE 有 一 部 分 将 落 在 加 外 (这 立刻 
就 可 得 出 “ 径 一 周三 ”的 古 率 是 不 精确 图 3.6 
的 ， 关 为 蜀 内 接 正六 边 形 的 边 长 为 半 
径 长 ， 如 取 : = 3 , 则 圆周 长 只 等 于 内 接 正六 边 形 的 周 长 )。 
但 当主 多 边 形 边 数 无 限 倍增 ， 即 割 之 浆 细 而 与 圆 合体 上 时， 就 
没有 余 径 了 (此 时 图 半 径 与 内 接 正 多 边 形 的 边 心 距 相 等 }。 赵 
然 正 多 边 形 外 无 “ 余 径 >?， 则 其 图 形 不 能 落 于 圆 外 ， 其 面积 也 
就 不 会 大 于 加 面积 。 

然后 以 略 内 接 正 多 边 形 的 边 长 和 圆 半径 的 积 表示 正 多 边 
形 的 面积 ， 并 对 其 进行 “ 制 "?， 使 边 数 成 倍增 加 ， 得 到 的 面积 
如 前 述 ， 


TEE 


#1 


-1 Se2 
SS 32 


其 中 3。2nm-i。0 sonar!l= Pasm!ly 即 
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Ss.2n =3Ps 2a"lof 
当 边 数 无 限 增多 时 
limS,, 2 = lim (> 2 Ps. snl e ‘r= 3P: r=S5 


得 出 “ 半 周 乘 半 径 而 为 圆 需 ? 的 结论 。 
刘 徽 根据 上 述 思想 方法 求 出 圆 内 搂 正 192 边 形 的 面积 ( 半 


为 1 尺 ) Se=3.14 i ， 相 当 于 求 得 + =3.14124。 他 


在 实际 上 采用 了 > = 上 3,14。 据 研究 ， 刘 徽 还 继续 求 到 
国内 搂 正 3072 过 形 的 面积 ， 验 证 了 前 面 的 结果 ， 求 出 的 轩辕 
率 为 
3927 
T = 260 3° 1416 站 

这 里 ， 刘 徽 运用 了 极限 观念 ， 反 映 了 他 的 辩证 思想 。 刘 
微 的 < 九 章 算 术 注 > 中 包含 了 丰富 的 辩证 思想 。 一 方面 是 多 次 
应 用 了 极限 观念 ， 例 如 在 绝 田 术 、 开 方术 、 阳 马术 等 中 都 用 
了 袜 限 观念 ， 这 与 (是 经 ;和 < 庄子 ;中 的 极限 思想 是 一 脉 相 承 
的 。 另 一 方面， 也 是 特别 具有 重要 历史 性 意义 的 是 ， 刘 和 在 
世界 上 头 一 个 把 极限 观念 运用 到 数学 中 ， 并 以 之 成 功 地 解决 
了 一 系列 重要 的 数学 课题 。 与 他 的 “ 正 负 术 >、“ 出 入 相 补 原 
理 ? 等 相 联系 , 充分 反映 了 刘 徽 的 杰出 的 辩证 思想 。 

四 何 绍 庚 ;:《 草 阅 术 和 图 周 率 》， 载 《中 国 科技 成 就 》， 第 103 页 。 
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5，“ 勾 股 圆 方 图 ? 是 数 形 结合 思想 的 重大 成 就 

“ 勾 股 圆 方 图 ”是 赵 爽 的 创造 。 赵 爽 ， 生 平 不 详 ， 可 能 ; 
三 国 时 人 3; 他 传世 的 著作 是 *《 周 租 算 经 注 )。 其 中 最 重要 的 成 
就 是 “ 勾 股 圆 方 图 ”及 注 。 他 用 图 形 方法 对 勾 股 定理 及 一 些 相 
应 的 关于 直角 三 角形 的 命题 作 了 证 明 。 

他 这 样 证 明 勾 股 定理 : “ 勾 股 各 自 乘 ,并 之 为 弦 实 。 开 方 
除 之 ， 即 蓄 。 按 弦 图 又 可 以 勾 、 股 相 乘 为 朱 实 二 ， 倍 之 为 朱 
实 四 ， 以 勾 股 之 差 自 相 乘 为 中 黄 实 。 加 差 实 一 亦 成 弦 实 ”。 
其 意思 就 是 ， 勾 和 股 各 自 乘 ， 然 后 两 积 相 加 成 为 怠 的 乘积 
“《 实 )， 只 要 开平 方 就 得 到 弦 。 按 " 基 图 ”( 见 图 3.7), 以 色 、 股 


相 乘 ， 其 积 表示 为 一 个 矩形 ， 称 为 “ 朱 实 ?， 在 图 中 用 红色 涂 
之 。 加 倍 就 有 四 个 红色 的 矩形 。 以 匀 股 之 差 自 乘 ， 在 图 中 表 
示 为 一 个 小 正方 形 ， 用 黄色 涂 之 ， 称 为 “中 黄 实 ?。 以 两 个 朱 
实 加 上 一 个 中 黄 实 也 得 到 芝 实 一 一 蕊 的 平方 。 用 现代 数学 语 
言 ， 结 合 图 可 把 赵 爽 所 说 的 表 为 下 式 ， 


2ab+(b-a):=0* 


我 简 ， 得 
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Q2 +b2= C2& 


即 勾 股 定理 。 

分 析 一 下 赵 殉 的 原文 ， 所 谓 勾 、 股 、 菠 既 指 图 形 中 直角 
三 角形 的 边 ， 又 指 表 示 边 长 的 数 ， 所 渭 “ 实 ?， 既 指 图 中 的 垂 
形 或 正方 形 ， 又 指 两 数 之 积 数 。 联 系 图 来 看 可 以 作为 证 明 ， 
实际 上 给 出 的 则 是 一 个 算法 ， 例 如 头 一 句 表述 出 一 个 我 们 令 : 
天 把 下 述 公式 


cv rb 


展开 为 计算 程序 的 一 个 算法 。 

在 “分 股 园 方 图 中 赵 类 还 用 这 种 方式 给 出 了 关于 直角 三 
朋 形 的 其 他 一 些 命题 一 算法 。 例 如 一 个 已 知 勾 弦 差 , 疲 股 差 ， 
求 勾 、 股 、 纺 的 命题 , “两 差 相 乘 ， 倍 而 开 之 ， 所 得 ,以 股 站 
差 增 之 ， 为 勾 。 以 勺 弦 差 增 之 ， 为 股 ， 两 莽 增 之 ， 为 弦 ”。 
这 实际 上 也 是 一 个 算法 。 用 现代 数学 公式 表示 则 是 


a=w 2(c-pb)(c-a) +c-b 
b= Bl Bl- +e-a 
c=y 2(c-b(c-a) +c-ate-b 


其 所 对 应 的 弦 图 如 图 3.8。 从 纺 图 可 以 看 出 (在 注 文中 并 没有 
写 出 ): 在 张 方 的 左下 划 去 匀 方 ， 右 上 割 去 股 方 ， 则 甲 = (* 
we-b 乙 =(atb-c):， 册 c: -2 甲 =al+b: - 乙 (全 
制 去 匀 方 、 股 方 时 割 去 两 次 Z,， 所 以 余 图 中 应 补 入 一 个 乙 ， 
故 右 端 减 去 一 个 乙 )。 又 因 as + 5: =c*， 所 以 2 甲 = 乙 (运用 
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股 5b ) 


了 “出 入 相 补 原理 ”) 故 有 
w 2(c-b)(ec-a) =atb-e 


:由 此 推出 上 述 三 个 式 子 (算法 )。 

赵 爽 引 入 命题 -- 一 算法 的 方法 称 为 “ 数 形 结合 ”的 方法 ， 
在 < 九 章 算 术 中 已 经 使 用 了 这 种 方法 ， 如 “ 方 田 ?、“ 商 功 ”、 
“ 色 股 ”等 章 的 许多 问题 。 刘 徽 也 使 用 了 “ 数 形 结合 ”的 方法 ， 
他 说 自己 “ 析 理 以 辞 ， 解 体 用 图 *， 他 注 * 九 章 算术 > 时 也 绘制 
了 许多 图 ， 异 乎 已 佚 。 

这 种 数 形 结合 的 方法 也 反映 了 数学 实用 思想 ， 数 形 结合 
便于 人 们 迅速 理解 问题 ， 便 于 应 用 数学 的 结果 ， 图 起 了 直观 
和 示意 的 作用 。 数 形 结合 的 另 一 个 重要 特点 是 通过 数 的 计算 
来 解决 关于 形 的 问题 ， 这 也 是 * 九 章 算 术 * 所 一 再 表示 的 特点 
-一 -数学 内 容 的 算法 化 。 赵 更 也 继承 了 这 一 点 , 他 的 成 果 , 如 
“ 勾 股 局 方 图 " 注 中 所 给 出 的 命题 ( 约 15 个 ) 都 是 四 算法 给 出 
物 ， 例如, “以 差 实 减 弦 实 ， 半 其 余 ， 以 差 为 从 法 , 开 方 除 之 ， 
复 得 包 疾 。 加 差 于 勾 ， 即 股 。” 这 是 一 个 已 知 勾 股 差 和 弦 、 
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求 包 、 股 的 算法 : 令 和 = 5 一 a， 则 匆 4 为 二 次 方程 
ar+ha- l(c -hkh)=0 
2 


的 正 根 ，D = G+k。 

赵 殉 的“ 匆 股 圆 方 图 ”是 < 周 体 算 经 > 和 < 九 童 算术 中 的 种 ; 
股 定理 的 证 明和 引申 。 他 和 刘 微 一样， 发 展 了 数 形 结合 的 数 、 
学 方法 ， 这 一 点 也 反映 了 我 国 传统 的 数学 辨证 思想 。 

6。“ 租 率 ” 独步 千年 

祖冲之 (429 一 500 年 )， 南 朝 宋 ， 齐 之 部 人， 他 在 天 文 历 
法 、 机 械 及 数学 方面 都 有 很 高 的 成 就 。 在 天 文 历法 方面 ， 祖 
冲 之 编 定 6 大 明 历 ?》， 采 用 了 391 年 144 闲 的 新 半 法 ， 与 现代 相 ， 
比 一 个 周期 (391 年 ) 才 差 0.2248 天 ，, 比 原来 的 19 年 7 国法 (200 
年 差 一 天 ) 精 确 得 多 。 他 算出 的 交点 月 (月 球 两 次 经 过 白道 交 
升 点 的 间隔 ) 为 27.21223 日 ， 与 现代 值 相 差 不 到 1 秒 。 算 出 
木星 周期 为 11.859 年 ， 与 现代 值 仅 有 0.026% 的 误差 。 

在 机 械 方 面 ， 他 造 过 指南 车 、 水 礁 磨 、 千 里 船 ， 他 还 深 . 
通 音 律 ， 注 释 过 儒家 经 典 。 

他 的 上 述 大 部 分 活动 都 与 数学 有 密切 的 关系 ， 他 的 数学 
著作 “ 缀 术 ， 曾 是 唐 代 官 定 的 数学 教科 书 之 一 ， 可 惜 早 已 失 - 
传 。 现 在 所 知 的 祖冲之 的 最 著名 的 成 就 是 在 求 圆周 率 育 
面 。 

(1) 祖冲之 求 出 


3.1415926< <3.1415927。 


( 2 ) 圆 周 率 的 近似 分 数 
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下 区 之 35 5 
密 率 ; 7 = ]1， 约 率 ; T=-22 。 


这 两 者 都 是 具有 世界 历史 意义 的 重大 成 果 ， 其 中 密 率 是 分 母 
小 于 16604 的 一 切 分 数 中 最 接近 < 的 分 数 ， 在 西方 ，1000 多 
年 后 的 16 世 纪 才 得 到 这 一 结果 。 有 8 位 精确 数学 的 圆周 率直 
到 15 世 纪 才 为 阿拉 伯 人 阿尔 。 卡 西 (A1-Kash 六 所 超过 。 为 
纪念 祖冲之 的 重要 贡献 ， 现 在 人 们 把 密 率 + = -名称 为 “ 诅 
率 ?。 

祖冲之 在 历法 和 机 械 等 方面 的 成 就 都 离 不 开 数学 的 应 
才 。 他 认为 “天 上 日 月 星辰 的 运行 快慢 的 规律 ， 不 是 什么 神 
茎 的 作用 ， 它 是 有 形体 可 供 检验 、 有 数据 可 以 进行 计算 和 推 
演 的 ”(“ 述 疾 之 率 ， 非 出 神怪 ， 有 形 可 验 ， 有 数 可 推 "?。) 他 
充分 肖 定 了 数学 在 研究 天 文 、 编 算 历法 和 机 械 制造 等 方面 的 
重要 作用 。 他 研究 圆周 率 也 与 他 研制 标准 量 器 的 工作 有 关 。D 
由 此 可 见 ， 实 用 思想 ， 仍 然 是 祖冲之 的 主要 数学 思想 。 

祖冲之 及 其 子 祖 蜂 还 有 两 项 重要 的 数学 成 就 。 一 是 “ 开 

立 圆 术 ? ， 按 刘 微 提出 的 “ 件 合 方 盖 ( 在 正方 体内 作 两 个 互相 
垂直 的 、 母 线 分 别 与 正方 体 某 两 个 面 平行 的 内 切 圆 柱 得 到 的 
蛋 形 。 象 上 下 相对 的 两 把 方 伞 ， 故 名 。 牟 ， 相 等 ， 盖 , 企 ) 的 
方法 深入 研究 ， 解 决 了 计算 球体 积 的 方法 ; 


Vy = (da 为 球 直径 ) 


二 是 提出 “ 寡 势 既 同 ， 则 积 不 容 异 ?的 重要 原理 。 用 现代 语言 
@ . 李 这 : 《中 国 数学 史 简 编 》， 迁 宁 人 员 出 版 社 ，1985 年 。 第 114-11 5 页 。 
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米 滨 ， 央 是 ， 界 于 二 平行 平面 之 间 的 两 个 立体 ， 被 插 一 平行 
于 这 二 平面 的 平面 所 截 ， 如 果 两 个 上 截面 的 面积 常 相等 ， 则 这 
商 个 并 体 的 下 职 明 等 ， 这 是 现代 初等 并 体 几何 中 关于 体积 计 
算 光 -个 重要 和 原理， 就 称 为 “ 祖 瓶 原 显 " 。 西 方 称 之 为 “ 卡 瓦 
列 刊 原 蛙 "， 是 意大利 数学 家 卡 互 列 利 (B.Cavalieri，1598 
一 1647) 于 17 世 纪 初 再 发 现 钓 ， 比 祖 氏 父子 货 1000 多 年 。 

f。 一 行 的 播 值 法 

一 行 俗名 炉 遂 ， 公 元 683 一 727 年 ) 是 害 代 次 名 天 文学 
家 。 他 主 侍 制订 了 < 大 衍 历 ， 并 且 剑 造 了 “黄道 游 仪 "和 “水 
运 浑 象 ” 等 天 文 仪器 。 他 还 发 动 了 一 次 大 规 漠 的 则 曼 工 作 ， 
实际 油 出 了 地 球 子午 线 一 度 的 长 (公元 724 年 ) ， 测 得 值 为 每 
度 122.8 公 里 ， 虽 然 不 够 精确 ( 比 现代 值 多 11 公 里 以 上 )， 但 
在 1200 年 前 能 大 删 子午 线 之 长 (在 世界 上 时 区 一次 ) 确 闪 是 礁 
能 可 真 的 。 

行 的 主要 数学 成 就 是 车 历法 宪 算 中 提出 来 鸭 ， 创 立 了 
不 等 间距 二 次 播 值 公式 。 

一 行 的 成 就 充分 反映 了 中 国 古 代 历 法 编 算 工 作对 数学 的 
影响 ， 可 以 说 ， 天 文 历法 的 需要 惟 动 了 数学 的 发 展 。¢ 周 蛋 
算 经 ; 已 开 了 先例 ， 其 后 的 数学 工作 也 大 部 与 历法 编 算 有 窗 
切 的 联系 。: 周 体 算 经 > 提出 一 次 插 秆 法 ，* 几 章 算 术 > 的 “ 盟 
不 足 术 ” 也 是 一 种 一 次 插值 法 ， 在 ¢ 周 欧 算 经 ;中 运用 了 一 次 
插值 法 来 计算 各 节气 中 午 八 尺 杆 子 (“ 修 ”) 的 日 影 长 度 (夏至 
和 冬至 除外 ，“ 二 至 ”的 日 影 长 已 实测 的 )。 随 着 社会 生产 的 
发 展 ， ed 改善 ， 南 北朝 时 ， 人 和 们 是 出 太阳 襄 运 动 的 不 
均匀 性 笑 昌 把 它 引用 到 历法 计算 中 去 ， 首 先 ， 是 划算 \544 一 : 
Se 在昌 梳 历 :了 制 中 他 立 了 等 间距 二 次 插 电 法， 后 来 ， 
一 行进 一 步 创 立 了 不 等 间距 二 次 插值 法 ， 解 决 了 历法 编 算 的 : 
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问题 ， 也 促进 了 数学 的 发 展 。 

一 行 继承 和 发 扬 了 中 国 十 代 传统 的 实用 思想 ， 他 利用 数 
学 来 研究 历法 ， 来 指导 子午 线 长 度 的 测量 工作 。 另 一 方面 ， 
一 行 也 深 受 * 周 易 > 思 维 模式 的 影响 ， 在 大 衍 历 > 的 编 算 中 表 
现 出 浓厚 的 神秘 主义 思想 ， 例 如 给 一 些 天 文 数值 附会 上 神秘 
的 东西 等 等 。 


3.2 数学 名 著 的 思想 方法 


中 国 古 代 的 数学 著作 是 很 多 的 ， 其 目录 可 见于 《二 十 四 
史 ， 的 有 关 志 书 中 ， 但 流传 至 今 的 却 不 多 。 最 有 名 的 、 流 传 
最 广 的 首 推 * 算 经 十 书 ?。 本 节 就 * 算 经 十 书 ? 中 的 几 部 著作 来 
探讨 当时 人 们 的 数学 思想 方法 。 现 传 本 的 <《 算 经 十 书 ? 是 宋 刻 
本 ， 计 包括 《 周 租 算 经 ?、“《 九 章 算 术 *、《 海 岛 算 经 ?、“ 人 外 节 
算 经 *、* 张 印 建 算 经 、* 五 曹 算 经 、* 五 经 算术 ，、* 缉 十 算 
经 ;处 1* 夏 候 阳 算 经 等 10 种 数学 著作 。 其 中 前 三 种 车 作 本 书 
已 有 介绍 ， 就 后 七 种 著作 来 说 ， 它 们 在 体系 、 内 容 和 方法 方 
面 基本 上 都 以 < 九 童 算术 3 为 范本 ， 继 承 并 发 展 了 < 九 章 算 术 > 


的 思想 方法 。 

1.+ 孙 子 算 经 ;是 普及 筹 算 的 启蒙 读物 

《孙子 算 经 ?的 作者 和 编写 年 代 不 详 ， 估 计 是 公元 3 一 4 
世纪 时 的 作品 。 


这 部 著作 分 三 卷 ， 卷 上 详尽 讨论 了 度量 衡 的 单位 和 筹 算 
的 制 讼 及 方法 ， 我 们 在 前 章 介 绍 的 筹 算 制 论 及 加 减 乘 除 的 筹 
算法 基本 上 就 取 自 这 本 书 。 在 这 一 点 上 可 以 说 是 对 * 九 章 算 
术 》 的 一 种 补充 ，< 九 章 算 术 > 不 是 一 部 数学 启蒙 读物 ， 因 而 
它 不 讲 数字 计算 规则 及 算 筹 用 法 ，《“ 孙 子 算 经 ?补充 了 这 一方 
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面 ， 更 有 利于 数学 的 普及 ， 也 有 利于 扩大 数学 的 应 用 。 

卷 中 和 卷 下 共 收 集 了 64 个 问题 ， 大 多 数 属于 日 常生 活 中 
的 应 用 问题 ， 涉 及 粮食 买卖 、 兑 换 、 建 筑 、 仓 储 、 田 雷 测量 
计算 ， 水 利 工 程 、 分 配 、 缉 和 盗 、 输 租 、 抽 丁 、 棋 局 等 方面 ， 
因而 可 以 说 是 继承 了 < 九 章 算术 的 开放 的 归纳 体系 的 思想 ， 
其 中 有 关 抽 丁 、 缉 盗 、 棋 局 等 是 < 九 章 算 术 ， 所 未 涉及 的 领 
域 。 

书 的 内 容 也 与 * 九 章 算术 > 相似， 有 问 ， 每 问 有 符 ， 且 
间 都 有 “ 术 > ， 术 也 是 算法 ， 全 书 共 67 个 术 。 纵 观 全 书 ， 术 也 
是 主要 内 容 ， 就 是 说 ， 在 内 容 方面 , 《孙子 算 经 > 也 继承 了 ¢ 九 
章 算术 》 。 同 时 也 采用 了 如 同 ¢ 九 童 算术 那样 的 模型 方法 和 
以 算 筹 为 基本 的 计算 工具 。 

特别 引起 人 们 注意 的 是 卷 下 第 26 题 及 其 算法 ; 

“ 今 有 物 ， 不 知 其 数 。 三 三 数 之 剩 二 ， 五 五 数 之 剩 三 ， 
七 七 数 之 剩 二 。 问 物 几 何 。 答 日 ， 二 十 三 。 术 日 ;三 三 数 之 
剩 二 ， 置 一 百 四 十 ;五 五 数 之 剩 三 ， 置 六 十 三 ， 七 七 数 之 剩 
二 ， 置 三 十 。 并 之 ,得 二 百 三 十 三 。 以 二 百 一 十 减 之 , 即 得 。 
见 三 三 数 之 剩 一 ， 则 置 七 十 ， 五 五 数 之 剩 一 ， 则 置 二 十 一 ; 
七 七 数 之 剩 一 ， 则 置 十 五 。 一 百 六 以 上 ， 以 一 百 五 减 之 ， 即 
得 。?” 

蚁 意 是 ， 有 一 些 东西 ， 不 知 其 数目 。 三 个 三 个 一 数 剩 两 

、 五 个 五 个 一 数 剩 三 个 、 七 个 七 个 一 数 剩 两 个 :也 就 是 某 
数 被 3 除 余 2 ， 被 5 除 余 3， 被 7 除 余 2 。 问 这 数 是 多 少 。 

术 的 意思 解释 如 下 ， 设 用 3 CM2 表示 3 的 倍数 ，55MD 
表示 5 的 倍数 ， 等 等 。 记 70，21，15 三 个 数 ，70 是 5 与 7 的 
倍数 ， 被 3 除 余 1，21 是 3 与 7 的 倍数 ， 被 5 除 余 1，15 是 
3 与 5 的 倍数 ， 被 7 除 余 1 ， 可 用 下 式 表 示 ， 
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70= 3CMI+ 1 = 5CM) = 7CM) 
21=3CMI= 5CMI+ 1 =7CM) 
15=3CMI=5CMI=7CMI+ 1 
用 题 中 给 出 的 用 3 ，5 ， 7 除 的 余数 2， 3 ， 2 分 别 科 上 三 
式 得 ， 
140= 3CMI+ 2 = 5CM) = 7CLM) 
63 =3CMI = 5CMI+ 3 =7[41] 


30=3CMI=5CMI=7LMI+2 
《二 


233=3CMI+2=5CMI+3=7CV)I+2 


最 后 一 行 是 三 式 相 加 的 结果 。 它 表明 233 是 3 的 倍数 多 2 ，5 
的 倍数 多 3 ,7 的 倍数 多 2 , 正 是 所 求 的 解 。 减 去 两 次 105( = 
3 7 x 5 )， 就 得 最 小 正解 23。 一 般 邮 说 ,只 要 用 3、5、7 
除 的 余数 7) >» 7T>29 ?3 分 别 乘 70,21,15 这 三 个 数 然 后 相 加 ， 
便 得 所 求 答案 。 即 

X=70r: +21r, +l5rs 

=3CMI+r! = 5CM3 十 = 7CM) trs 

如 这 数 大 于 105 ， 就 减 去 105 、 可 重复 减 多 次 ， 即 得 最 小 答 
案 。 


这 个 问题 是 后 来 驰名 于 世界 的 “大 衍 求 一 术 "” 的 起 产 ， 由 
它 发 展 出 中 国 古 代数 学 最 有 创造 性 的 成 就 之 一 ， 下 一 节 我 们 
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引进 一 步 探讨 它 。 

这 个 “ 物 不 知 数 ?的 问题 有 其 实用 的 背景 ， 那 就 是 历法 编 
算 中 的 一 类 问题 ， 求 上 元 积 年 。 

中 国 古 代 历 法 编 算 有 这 样 一 个 特点 ， 为 了 推算 每 华 的 历 
谱 ， 首 和 完 要 定 一 个 计算 起 点 ， 岂 做 历 元 。 最 初 设 历 外 是 推 历 
的 自然 需要 ， 例 如 太初 历 > 的 历 元 定 于 元 封 七 年 (公元 前 104 
年 ) 十 -… 月 初 一 日 甲子 日 的 夜 六， 因为 根据 当时 的 观测 , 认为 
这 个 时 候 正好 是 合 朔 和 冬至 ， 以 此 作为 历 元 ， 就 可 以 用 翔 望 
月 、 问 归 年 的 周期 来 推算 以 后 的 朔 望 和 节气 等 等 。 

西汉 未 刘 均 编制 < 三 统 历 8， 附会 了 不 少 神秘 主义 的 东西 
〈 见 前 节 )， 为 了 表示 自己 的 历法 的 神圣 性 ， 表 示 颁 历 的 帝王 
能 够 “ 代 大 沧 事 ”， 他 把 历 元 推 到 了 一 个 理 乌 时 刻 -不 仅 要 
求 是 一 个 甲子 日 的 夜半 ， 是 项 及 冬至 ,还 要 求 正 好 是 出 现 * 日 
月 合 辟 ， 五 星 联 珠 ”" 天 象 的 时 刻 , 即 日 月 的 经 纬度 正好 相同 ， 
五 大 行星 又 紧 集 在 同一 方位 的 时 刻 。 这 个 时 刻 一 般 部 在 遥远 
的 过 去 ， 称 为 上 元 ， 从 上 元 到 编 历年 份 的 年 数 叫 积 年 ， 通 称 
上 元 积 年 。 

求 上 元 积 年 要 用 到 一 次 同 余 方程 组 ， 每 个 方程 表示 一 个 
条 件 。 如 要 求 历 元 为 甲子 日 夜半 ， 朔 旦 及 冬至 ， 则 要 列 出 下 
述 一 次 同 余 式 组 


rn 


| aN=r, (mod 60) 1) 

| 

' aN=r, (mod b) (2) 
aN 三 rs (mod c) (3) 


其 中 4 为 一 回归 年 (太阳 在 天 球 上 连续 两 次 通过 春分 点 所 需 
要 的 时 间 间 隐 ， 现 代数 据 为 365.24220 平 太阳 日 ) 日 数 ，68 为 


-Mr 


il 


人 


“NET Tr 
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ee 


一 朔望月 (月 相 变化 的 周 虽 ， 现 代 值 为 29.53059 平 太阳 月 )， 

c 为 一 近 点 月 时 间 〈 月 或 连续 两 次 通过 近地点 的 时 间 间 取 ， 

现代 值 为 27.55455 平 大 阳 日 ,单位 都 是 天 ，N 是 上 元 积 年 。 

4 表示 从 上 元 起 到 编 惫 年 的 冬至 的 全 部 时 间 ( 天 )， 因 为 干 
支 纪 日 以 60 天 光一 周期 ， 所 以 (1 ) 式 中 以 60 为 模 ，r, 是 编 历 
年 的 冬至 时 刻 到 前 面 一 个 甲子 夜半 的 时 间 。7, 是 编 历 年 冬至 
离开 11 月 平 朔 ( 据 朔望月 推算 的 朔 ) 的 时 间 ，rs* 是 编 历年 的 冬 
至 时 刻 离 上 一 次 月 过 近地点 的 时 间 间 隔 。 

解 这 个 同 余 式 组 就 得 到 满足 这 三 个 条 件 的 上 元 积 年 。 若 
增加 “日 月 合 对 。 五 星 联 珠 ? 的 条 件 ， 就 要 再 增加 ?7 个 同 余 式 
才 行 , 解 一 次 同 余 式 组 正 是 历法 编 算 的 需要 。“ 物 不 知 数 ” 题 ， 
可 以 看 作 是 方法 编 算 上 求 上 元 积 华 的 实际 问题 的 一 种 简化 模 
型 。 : 
孙子 算 经 ;也 认为 数 与 万 物 相关 联 ,因而 可 以 应 用 到 各 
个 方面 ， 甚 至 应 用 于 超自然 的 方面 ， 卷 下 最 后 一 题 是 一 个 典 
型 的 例子 : “ 今 有 孕妇 行 年 二 十 九 ， 难 九 月 。 未 知 所 生 。 答 
目 ， 生男 。 术 日 ， 置 四 十 九 ， 加 难 月 ， 减 行 年 。 所 余 ， 以 天 
除 一 ， 地 除 二 ， 人 除 三 ， 四 时 除 四 ， 五 行 除 五 ， 六 律 除 六 ， 
七 星 除 七 ， 八 风 除 八 ， 九 州 除 九 。 其 不 尽 者 ， 奇 则 为 男 ， 候 
则 为 女 。” 

2。《 张 印 建 算 经 :是 < 九 章 算 术 ; 的 续 编 

< 张 印 建 算 经 3 三 卷 ， 序 后 是 “清河 张 叶 建 谨 序 ?， 大 约 是 
公元 5 世纪 的 作品 。 全 书 共 收 入 92 个 问题 ， 每 题 有 答案 ， 几 
平 每 题 都 有 6 世纪 人 刘 孝 孙 写 的 “ 草 ”"， 邑 按 “ 术 ”本题 应 怎样 
作 的 具体 作法 。 

《 张 印 建 算 经 ?继承 并 发 展 了 * 九 章 算术 ?的 思想 方法 ， 例 
如 ， 它 是 一 个 开放 的 归纳 体系 ， 包 括 了 社会 生产 生活 各 方面 
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的 可 题 ， 如 围 狂 列 阵 ， 测 最 树 高 、 河 宽 、 城 远 等 ， 行 程 ， 赂 . 
金 ， 建筑 ,纺织 、 贸 易 、 冶 金 、 容 积 ， 租 陪 、 仓 储 ， 田 南 计 - 
筑 等 等 。 由 于 社会 生活 有 了 发 展 ， 所 以 与 : 九 章 算术 ?比较 ， 
应 用 领域 也 有 了 新 的 发 展 ， 如 北魏 天 安 元 年 (466 年 ) 设 “万 品 
混 遗 制 :，“ 因 民 贫 富 为 租 答 二 等 九 昌 "，20 年 后 庆 除 。* 张 印 
过 算 经 ; 卷 中 第 13 题 就 反映 了 这 种 “ 制 ", 实际 上 是 执行 这 一 拥 
度 的 应 用 问题 ,“ 今 有 率 ， 户 出 绢 三 正 ， 依 贫 富 欲 以 九 等 出 
之 ， 令 户 各 差 除 二 丈 。 今 有 上 上 三 十 九 户 ， 上 中 二 十 四 户 ， 
上 上 下 五 十 七 户 ， 中 上 三 十 一 户 ， 中 中 七 十 八 户 ， 中 下 四 十 三 
户 ， 下 上 二 寸 五 户 ， 下 中 七 十 六 户 ， 下 下 一 十 三 户 。 问 九 等 
户 。 户 应 出 绢 儿 何 ”。 就 是 控制 度 规定 ， 每 户 平均 应 交 实物 
税 三 正 绢 ， 依 贫 富 分 九 等 交 ， 每 等 之 间 差 二 丈 ， 有 各 等 户 若 
干 ， 问 每 户 应 交 多 少 。 

‘ 张 闻 建 算 经 > 的 主要 内 容 也 是 “ 术 "。 书 中 所 取得 的 几 个 
主要 成 果 ， 例 如 求 最 小 公 倍数 ， 等 差 数列 及 不 定 方程 等 方面 
的 成 果 ， 都 是 用 “ 术 " 表 达 出 来 的 。 

如 着 上 第 10 题 : “ 今 有 封 山 周 栈 三 百 二 十 五 里 。 甲 、 乙 、 
两 三 人 同 绕 周 栈 行 , 甲 日 行 一 百 五 十 里 , 乙 日 行 一 百 二 十 里 ， 
两 日 行 九 十 里 。 问 周 行 儿 何 日 会 。 答 日 ; 十 日、 六 分 日 之 
五 。 术 日 ， 置 甲 、 乙 、 丙 行 里 数 ， 求 等 数 为 法 。 以 周 栈 里 数 
为 实 。 实 如 法 而 得 一 。” 题 意 为 ， 三 个 人 以 不 同 的 速度 绕 山 
行走 ， 什 么 时 候 相 会 。 实 际 上 就 是 求 三 人 绕 山 一 周 的 时 间 的 
最 小 公 售 数 。“ 术 "说 ， 求 甲 、 乙 、 机 所 行 里 数 的 最 大 公约 数 
等 数 ) 作 为 分 母 ， 以 一 周 栈道 的 里 数 为 分 子 ， 得 到 的 数 就 是 
所 尿 的 会 合 时 间 。 用 现代 数学 符号 表示 为 ; 

求 三 数 娃 ， 作 ， 约 的 最 小 公信 数 ， 表 示 为 如 ， 则 - 
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5 
这 是 一 个 十 分 先进 的 结果 。 
关于 等 差 数 列 问题 ，* 张 印 建 算 经 提供 的 儿 个 “ 术 ” 相 当 
于 已 有 了 按 下 述 公式 计算 的 程序 ，D 


Sn=na + Dg 
Sn 
2 Zai 
di 


ni(al+an) 
SS, = 1 WE 


一 


8 二 2 一 1) 十 1， 1 为 0 项 平均 值 。 


《 张 邱 建 算 经 ?中 最 著名 的 问题 是 卷 下 第 38 题 一 一 ” 百 鸡 
浊 题 ”， 

“分 有 鸡 俩 一 ， 直 钱 五 ， 鸡 母 一 ， 直 钱 三 ， 鸡 锥 三 , 直 钱 
一 。 凡 百 钱 ， 买 鸡 百 只 。 问 鸡 仿 、 母 、 锥 各 此 何 。” 

设 公鸡 、 母 鸡 、 小 鸡 各 买 、y、z 只 ， 则 有 


i 5x+3+ 12=100 


[| y+ > -100 


QW 见 * 中 国 数学 阐 史 》， 山东 救 育 出 版 让 ，1986， 第 193-194 页 。 
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这 是 不 定 方程 ，¢ 张 呈 建 算 经 ;给 出 3 组 符 案 ，( 4 ,18,78)， 
(8 ,11;81)，(12, 4 ,84)， 一 问 多 算 ， 是 * 张 邱 建 算 经 ?开创 
的 。 在 不 定 方程 钙 究 中 有 重要 的 意义 ， 后 米 多 有 研究 “ 百 鸡 
问题 ”的 ， 它 成 为 不 定 方程 人 门 的 一 个 重要 例子 。 

中 国 古 代 的 不 定 方 程 研究 不 是 从 * 张 抒 建 算 经 ?开始 的 ， 
《 九 章 算术 ?的 “方程 章 第 13 题 “ 瑟 家 共 井 ”问题 可 以 看 作 开 
bei 

“ 今 有 五 家 其 此 ， 让 二 鲁 ( 耳 根 发 水 用 的 昌 子 ) 不 足 , 如 马 
一 绠 ( 甲 两 根 绳 子 接 起 来 ， 还 差 夺 的 一 睛 绳子 才 够 长 ) 乙 三 
组 不足 ， 如 至 一 绠 ; 丙 沁 绠 不 足 ， 妇 了 一 下 ; 于 五 绠 不是 ， 
如 纱 一 缓 ! 成 六 绠 不 足 ， 如 甲 …- 绠 。 如 各 得 所 不 足 一 组 ， 名 
还 (到 达 水 而 ， 即 路 用 )。 问 井深 、 绳 兵 各 几何 。 答 日 :并 深 
七 到 二 尺 一 中 甲 绠 长 二 友人 尺 五 寸 , 乙 绠 长 一 克 九 尺 一 寸 ， 
内 绠 长 一 灵 四 尺 八 寸 ， 丁 绠 长 一 丈 三 尺 岂 十 ， 成 绠 长 七 尺 六 
可 。” 

设 甲 、 乙 、 两 、 丁 、 戊 各 家 绳子 人 < 、y、z 、4、u， 砷 
深入 ， 则 是 一 个 不 定 方程 组 ; 


2xX+y=h 
3y+2=h 
; 42+W=h 
S54 tu=h 


60+XxX=h 


可 见 ，《 张 印 建 算 经 ? 按 < 九 章 算 术 , 的 思想 方法 ， 引 入 并 解决 
了 当 导 新 出 现 的 实际 刁 题 ， 所 以 说 它 是 后 者 的 续 编 。 
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3.¢ 五 草 算 经 ;是 管理 数学 大 全 
4 天草 算 经 > 五 卷 ， 王 章 (535 一 560 年 前 后 人 ,在 北周 做 过 
官 ) 上 党。 也 是 一 部 结构 为 “< 问 、 答 和 术 ” 的 数学 著作 ， 这 一 点 
上 ， 因 承 了 * 九 章 算术 ?开创 的 结构 形式 ， 而 且 主 要 内 容 也 是 
“ 术 *。 旬 算法 ， 取 材 方面 也 以 < 九 章 算 术 > 为 范本 。 

“此? 是 “十 代 分 科 办 事 的 官署 ”mn。 按 : 障 书 . 百 官 志 ? 所 
载 ， 出 北朝 以 来 ， 中 央 政府 各 部 门 ， 例 如 尚书 省 、 国 子 寺 ， 
及 “三 公 ”、“ 三 师 ”、“ 大 司马 *、“ 大 将 军 ? 的 公 府 中 都 设 有 
葛 。 此 外 ， 地 方 行政 部 门 也 设 曹 ， 如 “上 上 那 太守 属 官 有 
“ 西 昔 、 户 昔 、 金 音 、 租 昔 、 兵 草 、 集 昔 等 换 佐 ?>， 县 也 有 这 
些 曹 属 ， 各 和 神 部 队 里 也 设 功 更、 金 葛 、 户 草 、 法 费 、 兵 曹 等 
“ 列 曹 ”"。 总 之 ，“ 草 ”是 中 央 及 地 方 官 署 中 分 科 业 务 的 管理 部 
门 。 

“也 草 算 经 > 的 五 卷 是 这 样 构 成 的 ， 

第 一 着 “四 草 ?:“ 生 人 之 本 ， 上 用 天 道 、 下 分 地 利 , 故 田 
曹 为 首 "， 包 括 19 个 田亩 计算 的 应 用 问题 。 

第 二 卷 * 兵 草 ”，“ 工 有 田 畴 ， 必 资 人 功 ， 故 兵 萝 次 之 ”， 
包括 12 个 关于 抽 村 ， 军 事 供应 ， 战 阵 布 列 等 的 问题 。 

第 三 卷 “ 集 曹 "，“ 既 有 人 众 , 必用 食 饮 , 故 以 集 曹 次 之 ”， 
包括 14 个 关于 贸易 的 问题 。 

第 四 卷 “ 仓 草 ”，“ 众 既 会 集 ， 必 务 储蓄 ， 故 仓 曹 次 之 ”， 
包括 收 租 、 运 粮 、 储 粮 等 的 12 个 问题 。 

第 五 着 “ 金 草 ?: “ 仓 康 货币 交 质 变易 ， 故 金 章 次 之 "， 收 
人 有 关税 收 、 贸 易 的 问题 10 个 。 
* 忆 划算 经 ?采用 的 也 是 开放 的 归纳 体系 ， 它 按 所 涉及 问 


@ 《现代 汉 古 词典 3， 商务 印 书馆 ，1932， 和 第 105 页 。 
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题 的 归属 而 不 是 数学 本 身 的 归属 分 类 ， 并 且 是 从 各 “ 曹 > 的 宦 
员 的 需要 出 发 来 收入 问题 的 。 充 分 体现 了 中 国 十 代数 学 的 实 
用 思想 ， 数 学 内 容 比较 浅显 ， 可 以 说 是 供 办事 人 员 使 用 的 关 
于 管理 方面 的 数学 实用 手册 。 从 * 九 章 算术 按 应 用 领域 分 类 
到 < 五 昔 算 经 ?作为 分 科 办 事 的 “ 草 " 属 官员 的 实用 手册 ， 是 开 
放 体系 的 一 个 重要 发 展 ， 也 是 数学 实用 思想 的 一 大 发 展 。 

4.《 五 经 算术 ?是 经 书 数学 名 词 手册 

《五 经 算术 ?也 是 杜 蛮 所 著 ， 宅 表现 出 数学 实用 思 朴 的 另 
一 个 方面 ， 以 数学 为 作家 经 典 作 注 。 书 中 对 “周易 ”>、« 诗 >、 
《 书 >、“ 周 礼 ?、《 仪 礼 ?、《“ 礼 记 >、《 论 语 >、《 左 传 ? 等 经 典 及 
古人 对 它们 的 注解 中 有 关 数 字 或 数学 的 地 方 加 以 计算 或 解 
释 ， 尤 其 涉及 历法 、 音 律 的 地 方 。 它 为 学 习 或 传授 经 典 的 人 
提供 参考 ， 成 为 学 习 或 教授 侍 家 经 典 的 实用 参考 书 。 

这 部 著作 与 ‘五 曹 算 经 一样， 是 对 ¢ 九 童 算术 的 开 流 性 
归纳 体系 的 一 个 推广 ， 把 数学 应 用 于 “经 典 ?这 样 一 个 特定 的 
领域 。 如 果 说 * 五 草 算 经 ?应 用 在 社会 生产 、 生 活 的 实践 方 
面 ， 那 么 (五 经 算术 就 是 把 数学 应 用 于 思想 、 理 论 等 意识 形 
态 方 面 ， 这 在 世界 古代 史上 ， 也 是 一 种 非常 独特 的 书籍 。 

书 中 的 一 系列 的 注解 也 是 以 “ 术 ” 或 “法 ” 即 算法 给 出 的 ， 
算法 仍 是 (五 经 算术 ， 的 主要 内 容 。 例 如 “ 求 十 九 年 七 韶 法 : 
置 一 年 闽 十 日 ， 以 十 九 乘 之 ， 得 一 百 九 十 日 。 又 以 八 百 
二 十 七 分 ， 以 十 九 年 乘 之 ， 得 一 万 五 千 七 百 一 十 三 。 以 日 
法 九 百 四 十 除 之 ， 得 十 六 日 ， 余 六 百 七 十 三 。 以 十 六 加 上 
日 ， 得 二 百 六 日 。 以 二 十 九 除 之 ， 得 上 月 ， 余 三 日 。 以 法 九 
百 四 十 张 之 ， 得 二 千 八 百 二 十 。 以 前 分 六 百 七 十 三 加 之 ， 得 
三 千 四 百 九 十 三 ， 以 四 百 九 十 九 命 七 月 分 之 ， 适 尽 。 是 谓 十 
九 年 得 七 图 月 ， 月 各 二 十 九 目 、 九 百 四 十 分 日 之 四 百 九 十 
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万。” 这 是 按 ( 四 分 历 ; 求 十 妃 年 七 国 的 具体 算法 。k 四 分 万 ， 


一 回归 年 为 365 寺 日 ， 一 湖 望 月 = 29499- 日 。12 个 朔望月 是 


ar 348 上 As -1 348 _，827 
354040 日 ， 所 以 一 年 国 3654 - 354940 一 10940 日 ，19 
-rn827 673 -673 499 
年 北 间 10224 = 六 ge 
年 共同 10940- X19= 206940 (日 )， 因 而 阔 206970 二 29940 


= 了 7 (月 )， 所 以 19 年 因 7 月 。“ 法 ? 中 以 整数 的 加 减 乘 除 表示 
分 数 运算 ， 这 是 使 用 算 筹 为 工具 的 一 个 特点 。 

5.《 缉 古 算 经 ?发 展 了 “ 商 功 ”“ 少 广 ?的 思想 

“ 缉 十 算 经 ?是 唐 代 王 洗 通 所 作 ， 时 间 大 约 在 公元 630 年 
左右 ， 王 孝 通 的 事迹 人 们 所 知 甚 少 。 

“ 缉 古 算 经 一共 收 集 了 20 个 题 ， 第 一 是 是 历法 中 的 计算 
问题 ， 已 知 某 年 11 月 初 一 日 合 朔 时 间 和 夜半 时 日 所 在 的 赤道 
经 度 ， 求 夜半 时 月 所 在 的 赤道 经 度 。 从 第 二 题 到 第 六 题 及 第 
八 题 是 土木 工程 中 的 土方 体积 问题 。 这 一 方面 要 依据 工程 的 
具体 情况 计算 体积 和 长 、 宽 、 高 的 尽 寸 ， 另 一 方面 则 要 从 已 
知 的 某 一 部 分 工程 的 体积 求 这 一 部 分 的 长 、 宽 、 高 的 尺寸 
这 一 部 分 可 以 说 是 * 缉 十 算 经 ?要 研究 的 主要 问题 。 实 际 上 ， 
它们 是 隋唐 之 际 大 规模 工程 建设 (如 开 运 河 、 修 宫 典 ) 中 提出 
来 的 实际 何 题 。 

王 孝 通 的 数学 研究 继承 和 发 展 了 < 九 章 算 术 > 的 “ 商 功 ” 章 
和 “ 少 广 ? 章 的 思想 方法 。 他 说 ;“ 伏 寻 九 章 ， 商 功 篇 有 平地 
役 工 受 素 之 术 。 至 于 上 宽 下 狭 ， 前 高 后 摆 ， 正 经 之 内 关 而 不 
论 。” 表 明 他 认为 “ 商 功 ” 章 中 没有 求 上 宽 下 窄 、 前 高 后 低 的 
土方 体积 的 算法 不 能 适应 当时 的 土建 工程 的 实际 需要 。 所 以 
他 “县 思 夜 想 *， 终 于 找到 了 一 种 新 的 算法 一 一 “ 开 带 从 立方 
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术 ”， 实 际 上 是 一 种 解 三 次 方程 的 算法 。 在 缉 十 算 经 ; 中 列 
出 要 用 三 次 方程 求解 的 问题 ， 列 出 要 用 的 三 次 方程 ， 并 找到 
求解 三 次 方程 的 算法 ， 这 是 王 考 通 取得 的 一 项 具有 世界 历史 
意义 的 成 就 。 
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四 ” 宋 元 时 期 的 数学 思想 方法 


宋 元 时 期 ， 中 国 古 代数 学 发 展 到 一 个 高 峰 ， 创 造 出 许多 
光辉 的 具有 世界 历史 意义 的 成 就 。 例 如 高 次 方程 的 数值 解 
法 ,一 次 辐 余 式 组 的 解法 ， 二 项 式 展开 系数 表 ，, 高 阶 等 差 数列 
的 有 关 计 算 等 等 都 在 数学 史上 占有 粽 高 的 地 位 。 宋 元 时 期 ， 
也 是 大 数学 家 摹 出 的 时 期 ， 先 后 有 页 宪 、 沈 括 、 杨 辉 、 秦 九 
前 、 李 冶 、 朱 世 杰 和 郭守敬 等 人 ， 在 数学 上 做 出 了 杰出 的 贡 
献 。 这 一 时 期 也 涌现 了 大 量 的 数学 著作 ， 呈 现 了 百花 争 抱 的 
繁 茶 明 象 ， 据 不 完全 统计 ， 仅 两 示 300 年 间 ， 闭 名 的 数学 著 
作 就 有 54 种 之 多 了， 金 、 元 的 数学 著作 还 有 相当 的 数量 。 一 
般 地 说 ， 下 述 几 种 数学 名 著 比 较 集 中 她 反映 了 末 元 数学 的 水 
平 ， 也 代表 了 宋 元 时 期 的 主要 数学 思想 2 ， 

《 数 书 九 章 ?， 秦 九 韶 著 ，1247 年 。 

* 测 圆 海 镜 》， 李 冶 著 ，1248 年 。 

《 益 古 演 段 *'， 李 冶 著 ，1259 年 。 

《详解 九 章 算 丫 >， 杨辉 著 )，1261 年 。 

《日 用 算法 *， 杨 辉 著 ，1274 一 1275 年 。， 

《“ 算 学 启蒙 ?， 朱 世 杰 车 ， 399 年 。 

《四 元 玉 鉴 y》， 朱 世 杰 著 ，1303 年 。 

总 之 ， 宋 元 时 期 ， 数 学 大 家 辈出 ， 数 学 名 著 连 篇 ， 创 世 
界 纪录 的 数学 成 果 不 断 涌现 ， 可 以 说 是 中 国 古 代数 学 思想 方 - 
” @ “未 过 ，《k 中 国 数学 史 简 编 ;， 第 149-151 页 ， 

。 加 钱 宝 谅 等 :《 宋 元 数 学 史 论 文集 5， 科学 出 版 社 ，1985 年 ， 第 1 页 ， 
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法 发 展 的 黄金 时 代 。 - 


4。1 数学 思想 方法 跃进 的 里 程 碑 
一 一 : 效 书 九 章 ， 

《 数 书 九 章 ? 系 南宋 秦 九 胡 所 著 ， 素 氏 生 活 年 代 大 的 为 
1202 一 1261 年 ，《 数 书 九 章 ? 为 他 1247 年 的 作品 。 书 中 收入 81 
个 应 用 问题 ， 分 为 九 类 ， 

(1 ) 大 衔 类 。 共 有 应 用 一 次 同 余 式 组 来 解 的 应 用 问题 9 
个 ， 如 “ 古 历 会 积 ”( 求 古 历 (四 分 历 ) 的 甲子 、 气 、 逆 会 合 的 
周期 ( 纪 ) 和 按 由 分 历法 淳 祷 六 年 (1246 年 ) 的 上 元 积 年 )。“ 推 
计 土 功 ”( 四 县 合 筑 堤 ， 物力 各 有 差 ， 按 物力 出 人 夫 ， 先后 完 
工 ， 求 十 长 及 四 县 各 锅 堤 长) 等 。 

(2 ) 天 时 类 。 关 于 天 文 、 历 法 和 气象 中 的 应 用 问题 。 如 
“ 治 历 演 纪 ” ( 求 开 禧 房 的 上 元 积 年 7848183 年 的 推算 方法 )， 
“ 推 气 治 历 ” (推算 嘉 秦 四 年 (1204 年 ) 甲 子 冬 至 时 刻 , 并 求 同 归 
年 日 数 )、“ 天 池 测 雨 ” (已 知 一 盆 ( 上 口 大 ， 下 口 小 ) 中 接 的 雨 
水 深度 计算 平地 水 深 ) 等 。 

(3 ) 田 域 类 。 关 于 田亩 面积 的 计算 问题 。 如 “ 尖 田 求 积 * 
( 求 秆 形 田 的 面积 )、“ 三 斜 求 积 ” (已 知 锐角 三 角形 田 的 三 边 
长 求 田地 面积 ) 等 。 

(4 ) 测 望 类 。 测 量 及 计算 问题 ， 有 测 山 高 及 其 距 观 测 者 
的 距离 (“ 望 山高 远 ?)、, 测 河 宽 (“ 陡 岸 测 水 >?)、 测 城 宽 及 其 距 
离 (“ 表 望 方 城 ?7 等 问题 。 

(5 ) 睫 役 类 。 关 于 赋税 盘 役 的 计算 问题 。 如 “图 田 租 亩 ” 
(已 知 总 田亩 数 ， 三 等 田 的 租 率 及 三 等 田 的 比例 , 求 三 等 田 前 
数 及 各 收 多 少 租 )、“ 均 科 绵 税 * (已 知 总 户 数 、 总 编 税 数 ， 按 
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玉 等 户 收 ， 各 户 应 出 多 少 ) 等 。 

(6 ) 钱 谷类 。 粮 食 买 卖 及 园 积 问题 。 如 “ 算 回 运费 ” (水 
运 粮食 改 地 印 货 的 坛 费 折算 问题 )、“ 围 积 量 容 ”( 圆 恩 容 量 问 
题 ) 等 。 

(7 ) 营 建 类 。 土 木 建筑 工程 的 数学 问题 。 如 筑城 墙 用 材 
(“ 计 定 城 筑 ”)、 修 石 坝 的 用 料 用 工 (* 计 造 石 坝 ”) 等 问题 。 

( 8 ) 军 旅 类 。 关 于 军营 、 阵 法 、 军 需 等 的 计算 问题 。 如 
“ 计 立 方 营 "、“ 方 变 锐 阵 ”( 方 阵 变 等 腰 三 角形 阵 )、“ 计 布 圆 
阵 "、“ 均 赴 得 役 ? 等 问题 。 

(9 ) 市 物 类 。 贸 易 和 利息 的 计算 问题 。 

在 解决 上 述 应 用 问题 的 过 程 中 ， 秦 九 韶 取 得 了 解 一 次 同 
余 式 组 、 高 次 方程 的 数值 解法 、 线 性 方程 组 解法 等 许多 重大 
的 数学 成 果 。 

1. 开放 的 、 归 纳 和 演绎 相 结 合 的 思想 

由 前 引 内 容 不 难看 出 ，< 数 书 九 章 ， 也 是 一 个 开放 的 归纳 
体系 ， 它 的 题目 也 遍及 当时 社会 生活 的 各 个 领域 。 在 分 类 
上 ， 也 继承 了 ¢ 九 章 算术 > 的 原则 ， 以 常用 数学 模型 或 社会 后 
活 的 领域 为 依据 进行 分 类 。 如 第 一 类 “大 衍 类 "是 以 一 个 常用 
数学 虎 型 (以 “大 衍 总 数 术 ?来 表述 ， 实 际 上 ， 大 衍 类 " 就 是 这 
个 借 型 的 名 称 ) , 其 余 八 类 都 是 按 社 会 生产 或 生活 领域 来 划分 
的 。 


开放 性 的 归纳 体系 作为 数学 的 一 种 思想 方法 ， 是 随 社会 
生活 的 发 展 而 不 断 发 展 着 的 。 中 国 古 代 社 会 , 由 秦汉 到 宋代 ， 
虽然 总 的 生产 方式 没有 改变 ， 总 的 社会 思想 也 有 其 连续 性 ， 
但 生产 面貌 和 社会 生活 都 有 了 巨大 的 改变 ， 例 如 ， 生 产 力 有 
了 相当 程度 的 发 展 ， 社 会 生活 有 了 更 大 的 复杂 性 。 因 而 《 数 
书 九 章 ， 所 反映 的 社会 生产 和 生活 都 远 较 ¢ 九 章 算术 所 反映 
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的 广阔 ， 问 题 有 了 进一步 的 深入 ， 教学 思想 方法 也 有 了 进 一 
步 的 发 展 。 作 为 这 种 进一步 发 展 基 础 的 则 是 对 + 九 章 算术 } 思 
想 方 法 的 继承 。 

《 九 章 算术 * 的 开放 体系 主要 用 以 解决 秦汉 当时 的 社会 生 
产 、 生 活 问题 ,《 数 书 九 章 ? 继 承 了 这 一 思想 方法 ， 最 主要 的 
也 是 解决 宋代 的 生产 生活 中 遇 到 的 问题 ， 这 一 点 是 非常 明显 
的 。 

例如 宋代 人 口 有 了 较 大 的 增长 ，1223 年 南宋 人 口 已 达 
2832 万 1 ， 当 时 南宋 实际 控制 的 只 有 江南 数 省 ， 所 以 增加 耕 
地 面积 成 为 当务之急 。< 数 书 九 章 > 中 ,“ 围 田 先 计 ”、“ 围 田 租 
亩 ” 等 题 是 关于 围 湖 造田 的 计算 问题 ，“ 计 地 容 民 ” 求 一 段 沙 
洲 ( 新 形成 的 沿海 沙洲 ) 所 能 容纳 的 人 唱 本 题 ， 孝 反映 了 扩大 
耕地 面积 的 社会 实践 ， 实 际 上 正 是 这 一 些 社会 实践 是 这 类 问 
题 的 来 源 。 

气象 与 农业 生产 有 密切 的 关系 ， 由 秦汉 到 两 宋 ， 生 产 有 
了 很 大 的 发 展 , 人 们 对 气象 和 农业 的 关系 的 认识 也 不 断 众 人 ， 
因此 对 气象 十 分 重视 ， 这 种 重视 和 研究 气象 的 实践 活动 就 产 
生 了 书 中 的 “反日 究 微 "?、“ 天 池 测 雨 "、“ 竹 器 验 雪 ” 等 问题 。 

两 宋 时 期 外 患 严 重 ， 先 后 与 辽 , 西 夏 、 金 等 发 生 过 战争 ， 
尤其 与 金 的 战争 更 是 旷 目 持 久 ， 是 终 南泉 之 世 的 大 事 ， 所 以 
军旅 之 事 是 宋代 社会 生活 中 的 一 种 重要 活动 ， 这 一 活动 中 提 
出 许多 要 运用 数学 来 解决 的 问题 ， 这 就 是 “军旅 类 ” 的 来 源 。 

据 史书 记载 ， 南 宋 时 期 的 高 利 贷 剥 前 是 十 分 严重 的 。 除 
了 私人 高 利 货 外 ， 政 府 也 发 放 高 利 货 。 高 利 贷 的 计算 问题 也 
收 到 < 教书 九 章 ?之 中 ， 如 第 18 卷 的 “ 推 求 典 本 " 题 ， 已 知 本 息 


0@ 汉 君 实 主 久 : 《中 国 历史 大 事 年 罕 》， 辽宁 人 民 出 版 社 ，1984 年 ， 第 
414 页 。 
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和 利率 (月 息 二 分 二 厘 (22%)， 是 相当 高 的 利率 ) 求 本 金额 ， 
“ 推 求 本 息 ”" 题 十 己 知 利率 、 本 金 ， 求 利息 数 的 。 第 12 卷 “ 累 
' 收 库 本 ” 题 是 整 货 零 收 ， 知 本 金 、 利 率 及 每 月 还 钱 数 ， 求 几 
-个 月 能 还 完 本 息 。 

宋代 实行 “ 钢 禁 ?， 严 禁 铜 钱 外 流 。 在 对 外 贸易 中 不 准 用 
钢 钱 ， 用 什么 来 作为 货币 呢 ? 第 17 卷 “ 均 货 推 本 ? 题 指 出 ， 商 
人 用 的 本 钱 是 金 258 填 两, 银 2470 两 , 盐 钞 304 袋 ， 度 妥 67 道 。 
后 两 种 是 宋代 特有 的 ， 盐 钞 是 在 产 盐 地 领 盐 的 凭证， 由 于 当 
时 盐 铁 官 营 ， 所 以 有 通用 性 ， 便 可 作为 有 价 证 券 诚 通 。 至 于 
度 嵌 ， 本 是 官府 发 给 出 家 的 僧 道 人 等 的 证 书 ， 持 有 度 嵌 的 人 
表示 已 “出 家 ?， 可 以 免除 赋税 和 特 役 。 因 此 ， 也 可 以 当 作 一 
种 有 证 证 券 使 用 。 这 是 宋代 的 特殊 情况 。 这 个 题 中 还 谈 到 
“ 博 关 ”(“ 博 到 ?”) , 即 政府 按 定价 收购 货物 。 反 映 了 当时 的 “ 官 
商 "， 即 商业 由 政府 经 营 或 控制 的 情况 。 

两 宁都 皮 行 纸币 ， 北 宋 叫 “ 交 子 "， 南 宋 称 “会 子 "， 开 始 
时 ， 发 行 纸币 限量 并 规定 使 用 年 限 ( 三 年 为 “ 界 ?) 到 期 可 向 政 
府 指定 的 机 构 兑 换 新 会 子 。 后 来 纸币 一 再 复发 , 且 不 能 兑现 ， 
使 会 子 贬值 ,“ 折 解 轻 责 "、“ 推 知 余 数 "、“ 算 回 运费 ?等 题 都 
涉及 到 这 种 情况 。 

根据 社会 生产 、 生 活 各 方面 的 需要 ， 研 究 它们 提出 的 计 
算 问 题 。 就 这 一 点 来 说 ，* 数 书 九 章 ; 确 实 继承 并 发 展 了 < 九 
章 算 术 的 开放 性 思想 一 一 解决 社会 生活 各 领域 中 的 问题 。 
因而 ， 在 某 种 程度 上 说 ，“ 数 书 九 章 ? 中 的 应 用 问题 及 其 解 ， 
可 以 作为 研究 宋代 社会 生产 、 生 活 的 参考 资料 。 

但 是 , 必须 指出 , < 数 书 九 章 > 在 发 展开 放 的 归纳 体系 建构 
整个 数学 的 传统 思想 方法 的 同时 ， 也 重视 了 演绎 推理 的 思想 
方法 。 例 如 “大 衍 类 ? 共 收 入 涉及 下 短 、 天 文 、 土 建 、 纳 税 等 
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法 则 是 “大 衍 总 数 术 ”， 为 推出 这 个 术 ， 秦 九 韶 规定 了 一 整套 
专用 的 名 词 : “ 问 数 "，“ 定 数 "、“ 定 母 "、“ 衍 母 "、“ 衍 数 ”、 
“半数 "、" 乘 率 ”、“ 用 数 "、“ 余 数 "、“ 总 数 ” 等 ， 这 些 都 是 他 
引用 的 数学 概念 ， 它 们 之 间 是 有 着 严格 的 逻辑 关系 的 。 利 用 
这 些 概念 , 秦 九 骨 进 一 步 进行 了 逻辑 推演 ， 得 出 了 “大 衍 总 数 
术 ”。 而 这 一 个 “ 术 ” 就 成 为 解 这 九 个 题 的 一 个 逻辑 前 提 ， 后 
面具 体 地 展开 各 题 中 的 应 用 情况 ， 这 是 一 个 一 般 到 个 别 的 过 
程 ， 即 一 个 演绎 推理 的 过 程 。 在 这 一 术 中 ， 秦 九 衣 对 各 种 数 
进行 了 分 类 ， 如 把 问题 分 成 四 类 (“ 格 ”)， 一 是 “元 数 "， 即 各 
问题 都 是 正 整 数 的 数 ， 一 是 “ 收 数 ”"”， 即 问 数 中 有 小 数 的 数 ， 
另 其 个 分 别 为 “ 通 数 ”( 问 数 中 有 分 数 ) 和 “复数 ”( 问 数 都 是 十 
的 整数 倍 )。 这 种 分 类 是 依赖 于 对 数 的 种 属 关 系 的 演绎 推 理 
的 ， 秦 九 泣 进而 指出 了 它们 之 间 的 转化 ， 所 依据 的 也 是 它们 
之 间 的 逻辑 演绎 关系 。 总 之 ，* 数 书 九 章 ; 继 承 和 发 展 了 刘 微 
开创 的 数学 演绎 证 明 的 思想 方法 ， 对 < 九 章 算 术 的 体系 有 所 
补充 ， 为 后 来 的 数学 发 展开 辟 了 新 天 地 。 

2. 算法 化 与 抽象 化 相 结合 的 内 容 

<“ 数 书 九 章 ? 分 九 类 共 81 题 ， 每 题 训 有 “ 问 ?”、“ 答 >、“ 术 * 
及 “ 草 "。 所 谓 “ 草 "， 就 是 把 * 术 ?应 用 于 本 题 时 的 具体 计算 过 
程 。 许 多 题 的 ^ 草 ?后 还 附 有 筹 图 ， 即 算 筹 共 体 摆 法 的 图 未 。 
与 < 九 音 算术 一样， 这 里 的 “ 术 ” 是 解决 该 类 问题 的 一 个 算 
法 ， 但 由 于 书 中 引入 了 “ 草 ? 对 “算法 ? 代 人 本 题 的 具体 数据 ， 
并 用 图 来 具体 表示 实现 这 一 算法 时 筹 的 具体 摆 苇 ， 因 而 与 以 
前 的 第 书 ( 例 如 : 九 章 算术 >) 相 比较 ，“ 术 ”就 更 加 简练 ， 也 更 
加 县 有 普遍 性 和 抽象 性 了 。 

以 < 数 书 九 童 ;的 “三 斜 求 积 ” 题 为 例 。“ 问 ， 沙 田 一 段 ， 
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有 斜 ， 其 小 斜 一 十 三 “组 ， FE 大 和 斜 一 十 天 里 里 。 
里 法 三 百 步 ， 欲 知 为 田 儿 何 ? 答 日 ， 田 积 三 百 一 十 五 质 。” 
(有 一 块 “沙田 ”"， 呈 三 角形 ， 三 边 分 别 为 13、14、15 里 。 一 
里 按 300 步 计 。 问 这 块 田 的 面积 有 多 少 硕 。)“ 术 日 ， 以 少 广 
求 之 。 以 小 斜 宠 并 大 斜 早 ， 减 中 作 寡 ， 余 半 之 。 自 乘 于 上 。 
以 小 斜 宕 乘 大 斜视 ， 减 上 ， 余 四 约 之 为 实 。 一 为 从 隅 ， 开 平 
方 ， 得 积 。? (以 * 九 章 算 术 %“ 少 广 章 介绍 的 开平 方法 来 解 此 
题 。 以 最 短 边 长 的 平方 加 最 长 边 长 的 平方 ， 再 减 第 三 边 长 的 
平方 ， 结 果 除 以 2 ， 再 自 乘 。 以 最 和 气 边 长 的 平方 乘 以 最 长 边 
长 的 平方 ， 得 的 积 减 去 前 面 自 乘 的 结果 ， 差 除 以 4 ， 得 的 商 
作为 方程 的 常数 项 。 设 方程 的 二 次 项 系数 为 1 ， 解 这 一 二 次 
方程 ， 就 得 “沙田 ?面积 。) 这 一 个 “ 术 ” 相当 于 利用 公式 


S = Veras (人 + 人 


展开 得 到 的 计算 程序 ， 其 中 、5 、“ 分 别 表示 小 、 中 、 大 
斜 。 这 个 算法 比较 抽象 ， 在 后 面 的 “ 草 ? 里 代 和 人 了 数据 13 .14、 
15 进 行 具体 计算 ， 是 “ 术 ” 的 具体 化 。 表 现 了 抽象 化 和 算法 程 
序 的 结合 。 

作为 < 数 书 儿 章 ; 的 光 星 成 就 之 一 的 < 大生 总 数 术 ”( 解 一 
:次 同 余 式 组 ”也 是 如 此 。“ 大 衍 总 数 术 ”是 孙子 算 经 > 中“ 物 
不 知 数 ” 题 的 发 展 和 完善 。 它 是 “ 物 不 知 数 ”问题 的 一 般 化 。 
是 解 < 数 书 九 登 ; 中 “大 衍 类 ?问题 的 算法 。“ 夹 衍 类 ” 问题 ， 就 
是 求 一 个 正 整 数 N， 使 入 被 4, 队 余 RR1， 入 被 4A, 除 余 RR，…… 
N 被 4s 除 余 Rs， 其实 就 是 求解 一 次 同 余 式 组 


NE=R: (mod -Ai) (i= 1,2,.…,7) 《 1) 
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ry em 


如 果 A,， As, 4 两 两 互 素 ， 则 下 式 中 的 ai = Ai(i = 
1 ，2 … 7)， 否 则 ， 求 出 两 两 王 索 的 数 a1，as，…，ans 


使 了 ai=[4iy A, oo] 这 叫 求 “定数 ”。 即 


(qi ao) = 1 (j=12 Hi 车 j)， 邻 


M= Hai 
i 
MM 
Gs 


如 果 有 1 ，&,，…, Au 分 别 满足 
RiMi1 (mod ai) G=1,2,.,n) 
则 一 次 同 余 式 组 
NER: (mod ai) (i=1,2,.…,1) (2> 
的 最 小 正 整 数 解 是 


N= 5 Ripi Mi ~ PM 
i 1 


这 里 呈 是 适当 的 非 负 整 数 ， 使 得 0 < 之 Nf。 

秦 九 帮 在 “大 衍 总 数 术 "中 规定 了 一 系列 的 专门 术语 ， 解 
释 如 下 : : | 

问 数 ，(1 ) 式 中 的 诸 4， (=12 0》 

定数 ，( 2 ) 式 中 的 诸 a (1 =12…y #)， 其 中 
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1 


(aiydi)= 1， (i= 12, 9 
行 盘 ，M = 1 a 


往 数 : Mi= 1f =1,2, ,1 


奇数 ，gi 使 Mi= Siaitg, 0 寺 gi a 
(i=1,2,…,h3 Si 为 下 整数 ) 

乘 率 ki, 是 使 higi 三 1 (mod cn 成 立 的 最 小 下 整数 、 
i=1,2,…,n， 由 “大 衍 求 一 术 ” 求 之 

用 数 ，Ti = ki Vs, i =1,2,.…sh 

余数 ，Ri,，i=1,2,… ,nn 

各 总 。Ni= TR 


总 数 ， 和 N* = 三 Ni 
i™1 
所 求 率 数 ，N = N* - PM，P 为 使 0 <N<M 成 立 的 适 
当 的 正 整 数 


这 里 定义 了 一 系列 的 概念 ， 利 用 它们 进行 逻辑 推导 得 出 抽象 
的 结果 ， 表 现 了 抽象 化 和 算法 化 的 结合 。 

“大 年 总 数 术 ”首先 给 出 由 问 数 求 定数 的 算法 ,然后 用 “大 
征求 一 术 ” 来 求 乘 率 ， 乘 率 就 是 上 下 《孙子 算 经 ?的 “ 物 不 知 
数 ” 题 中 的 70、21 和 15， 即 求 使 bg: 二 1 (mod on) 的 后 。 下 面 
解释 “大 衍 求 一 术 ” 的 术 文 ( 表 4.1)。 
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表 4.1 
术 文 工 式 | 解 释 
一 一 一 - - ~ 
. 置 柯 右上 ， 定 "| |“ 术 ?是 算法 ， 即 筹 的 摆 法 。 
下 ， 立 完 一 | 天 元 1 奇数 9 | | 如 左 图 ， 对 每 一 个 定数 ci 分 
上 别 求 如 A “天 
苑 2 缉 求 现在 的 未 知 数 系 
| 定数 a 数 ( 未 知 数 ) 
先 以 有 出 险 太 先 求 = qu( 商 )…ri( 余 ) 
上 得 昨 委 | (ri<g) 
左下 G= gqt ris 7 和 置 右 下 
| CI ri (剩余 ) 
| 再 求 c =9u1= 1 置 左 下 
然后 乃 以 右 行 上 求 g= gern+ma (mn<n) 
下 ， 以 少 除 多 ， cs ry 12 置 右上 (以 少 除 多 , 因 m < 
- 递 互 除 之 ， 所 得 如 所 以 以 1 除 9。 所 余 rz 置 
商 数 ， 随 即 递 互 了 位置 
暴 乘 ， 归 左 行 上 C1 条 1 C2 
下 | 种 和 和 9 ， 即 交叉 相 
| | ri= ga*r2+rs .(ra< rs2) 
1C2 r2| | cs=gs*czdTei 
| 以 此 类 推 
| 
| ca rs 
(dn 
本 | Cut. 可 i rat | | C2k+1 3 dat+C2t + Cot 
村 ， 一 人 | | 本 7 1 
四 | oa | 
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A i 

bs 立 许 I\ 缀 
f= org rol Tats 
i Cairl Pair! Coat 2 二 多 2272C25 1 t C2g 


:直到 ras= 1 时 计算 结束 ， 此 

= 1 | 时 ctn = 有 即 为 乘 率 ， 好 hg 二 
1( 地 0da ) 当 奇数 g 为 1 时， 

| 相应 的 乘 率 即 为 1， 不 必 因 

| 求 了 ，( 因 为 实际 上 ， 用 上 
| | 法 求 ， 结 果 也 得 1)。1"1 至 1 


1 (moda) 


得 到 乘 率 后 再 通过 相当 二 我 们 前 夯 引 入 问 数 、 定 数 等 的 
定义 时 给 出 的 公式 表述 的 算法 求 出 衍 母 及 各 个 簿 数 、 用 数 ， 
最 后 米 出 总 数 和 所 求 率 数 ， 即 求 出 所 给 的 同 余 式 组 的 解 。 

“大 衍 总 数 术 ? 提供 了 一 个 十 分 典型 的 算法 ， 它 也 完全 符 
合 我 们 前 面 所 说 的 现代 对 算法 的 要 求 ， 利 用 这 个 算法 ， 用 筑 
筹 为 工具 就 可 以 机 械 化 地 得 出 结果 。 这 个 “ 术 ” 可 用 下 页 中 的 
算法 逻辑 表示 《图 4,1)@ 。 

其 中 多 次 运用 了 “循环 程序 ”包括 “ 求 定数 ”, 求 “ 采 率 "等 
4 子 程 序 ” (大 衍 求 一 术 就 是 求 乘 率 的 子 程序 )。 秦 九 衣 的 文字 
叙述 是 人 工 利用 算 筹 的 算法 。 如 果 把 它 译 成 现代 算法 语言 程 
序 ， 就 可 以 用 电子 计算 机 求解 。 下 面 是 一 个 用 Algol 60 语 言 


大 内 版 社 ，1926,214 页 。 
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@@ 列 导 “ 问 数 ”， 
Ar(i=1,2 ,nn) 
《分 为 元 数 、 收 数 ; 通 数 , 复 数 由 格 》 


循 @@ 求 讲 “定数 ”ai 

环 (a 01) = L(V sritj;i=1,2,0N 

循 | 

环 @ 求 请“ 衍 数 ” Mi = =1.0,..,n) | 

(2) 

贷 | [i | 
Mi=S;aRi+g(0CgiCai :i =1, n,n) 

(aa) 

循 i 加 求 " 求 一 人 ”计算 诺 “ 表 友 ”ki ， 

环 kigi El moda) (i =1,3....n) 

锋 ( n) 

环 加 求 请 “用 数 ”， 
T, =k Midi=1, 2,00n) 

循 

环 


22 


) 


人 @ 得 “所 求 数 "N=N' 一 PM 
(0<N<M) 


La 
2 


表示 的 “大 衍 总 数 术 ?的 算法 了， 


人 DD 利用 了 莫 绍 换 同 志 的 及 果 ，《 素 九 稻 与 < 数 书 九 章 ?》， 第 187-188 页 。 
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me 


设 给 定 一 次 同 余 式 组 x 三 ri (mod ai) (1 人 im)，(a,b) 
指 a 、5b 的 最 大 公约 数 。 


for i: =1 step 1 until n do 
for j:=i+1 step 1 until n do 
begin d: = (ai, qj); 

if (ai,a;/d) =1 then ai: = ad else 

ifCai:/d,.a)) =1 then ai: =ai/d end js 
for j;=i+1] step 1 until n do 
begin d: = (qiyd)3 qa;: = @j/d end j,is 
for i;=1 step 1 until n do 
for 1:=i+l step 1 until n do 

while (qi,a))>1 do 

begin d: = (ai,q;)s ai: = ai/dsa,: =a, ad 

end while,j,i; 
(以 上 由 问 数 求 定 数 ai) 
M:;=1;{for i:=1 step 1 until n do M:=m#*ais 
for i:=1 step 1 until nn do 
begin mi: = M/ai 《ms 为 第 i 个 衍 母 ) 
qi: =mi; while gi>as: do gi: = gi ~ 0i3 
(gi 为 第 i 个 奇数 ) 

C1: =0; co:=1 hs =as hy: = 91 
while fh 1 do 
begin if hi>h, the wn hi: =hh -hs cs = C1+ Css 
这 ha>h then hos =h—hs cos =cs+e1 end while; 
Ri: = Co (为 第 ! 个 滋 率 ) 
= (7 为 第 ;个 用 数 ) end i 
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一 一 


N:=0; for i:=1 step 1 until n do 
NN: = AN +ri #7;; 
=rstN ,WV); (NV 为 所 求 答 数 )。 


“ 数 书 妃 章 > 中 其 他 各 种 术 也 多 具有 转化 为 现代 算法 语言 
筑 法 的 可 能 。 可 见 < 数 书 九 章 ? 的 主要 成 果 是 用 “ 术 ? 来 表述 的 > 
负 是 以 算法 为 主要 内 容 的 ,这 一 点 与 4 九 章 算术 一脉相承。 另 
一 方面 ，《 数 书 九 章 ? 又 重视 抽象 思维 ， 在 术 中 引用 了 特定 的 
概念 ， 从 而 使 术 的 内 容 更 加 抽象 ， 具 有 更 普遍 的 性 质 。 算 法 
化 与 抽象 化 相 结 合 合 ， 或 为 * 数 书 九 章 ? 的 重要 特点 之 一 。 

“ 数 书 九 章 ? 内 容 抽象 化 的 另 一 个 方面 是 数学 内 容 达 到 了 
高 庆 的 抽象 ， 为 此 ， 应 用 了 十 分 抽象 的 方法 。 例 如 “ 遥 度 贺 
城 " 题 ,虽然 仍然 利用 实用 的 形式 给 出 ， 利 用 算法 方式 求解 ， 
但 却 利用 了 一 个 十 次 方程 ， 在 当时 的 现实 生活 中 没有 要 用 这 
样 高 次 方程 的 问题 。 为 了 表示 所 用 的 “ 正 负 开 方 术 ? 能 解 任何 
次 的 方程 ， 秦 九 帮 是 编 出 这 个 应 用 题 的 。 这 种 编 出 实际 上 不 
在 在 的 “应 用 ”问题 来 ， 实 质 上 是 一 种 抽象 方法 。 据 研究 , “到 
讼 圆 城 ” 题 可 以 用 三 次 方程 求解 ， 秦 氏 为 什么 用 了 十 次 方程 
呢 ? 这 恰恰 说 明了 一 种 抽象 化 的 思想 一 一 他 几乎 是 “抽象 地 * 
给 出 一 个 十 次 方程 的 ， 只 是 限于 “应 用 体系 ”的 正统 思想 ， 才 
表 为 一 个 应 用 问题 的 形式 。 

“ 数 书 九 章 > 的 “ 术 ? 的 特点 是 对 每 一 个 题目 都 先 交 待 计 算 
方法 的 依据 ， 然 后 再 给 出 具体 的 算法 ,并 且 往 往 把 它们 与 : 九 
章 筑 术 > 联 系 起 来 , 如 “三 斜 求 积 ? 题 “ 术 ? 中 的 “以 少 广 求 志 ”。 
许多 题 都 可 找到 这 种 渊源 关系 ， 例 如 与 “ 少 广 ”有 关 的 14 题 ， 
与 “ 商 功 ” 章 有 关 的 13 题 ， 与 “ 勾 股 "“ 重 差 " 有 关 的 10 是 ,与 “村 
米 ” 有 关 的 11 题 等 等 ， 不 过 < 数 书 九 章 ， 全 面 提高 了 《 九 章 算 
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术 ， 有 关 各 章 的 算法 ， 创 造 了 封建 社会 数学 思想 方法 的 高 
! 峰 。 

35。 运算 进一步 机 械 化 

“ 数 书 九 章 ?的 算法 ， 与 4 九 章 算 术 * 一 样 ， 都 是 以 算 筹 为 
计算 工具 的 算法 , 它 规定 算 筹 的 “ 布 列 “运筹 "方法 . 但 由 于 
“ 数 书 九 章 * 引 入 了 许多 复杂 的 计算 问题 ， 常 常 需要 多 次 地 反 
复 地 运用 各 种 方法 布 列 算 筹 ， 为 便于 理解 和 掌握 算法 ， 秦 交 
' 韶 在 大 多 数 题 目 中 都 作 了 演 草 并 绘制 了 筹 图 ， 对 算 笑 的 布 列 
方法 作 了 示范 。 所 谓 筹 图 就 是 把 算 筹 的 布 列 方法 用 图 去 二 站 
来 ， 按 图 运筹 就 可 算出 结果 ， 实 现 计算 方法 的 机 械 化 过 下:。 
-这 在 宋 元 时 期 已 成 定 例 。 表 2.7 所 列 的 “ 算 筹 摆 法 ?就 是 - 冲 
简单 的 筹 图 。* 九 章 算术 ?中 没有 列 人 筹 图 ，《 数 书 九 章 > 太守 
采用 筹 图 ， 说 明 问 题 高 度 复杂 化 。 同 时 也 说 明 《 数 蔬 九 章 * 的 
机 械 化 计算 较 之 * 九 章 算术 > 有 了 较 大 的 发 展 。 

筹 图 进一步 表明 《 数 书 九 章 ? 的 “ 术 ? 是 使 用 算 筹 的 算法 。 
利用 算 筹 ， 按 算法 进行 布 列 ， 就 能 “机 械 ” 地 得 出 结果 ， 这 站 
运用 算 筹 进行 计算 的 一 大 特点 。 在 计算 中 ， 各 种 运算 过 程 中 
的 数量 关系 都 是 用 筹 的 位 置 关系 来 表示 的 ， 因 而 在 中 国 十 代 
数学 著作 中 ， 用 不 到 数学 运算 符号 ， 如 加 减 乘除 等 符号 ， 这 


< 数 书 九 章 ? 采 用 的 模型 方法 ， 也 较 * 九 章 算术 * 有 很 大 的 
发 展 ,更 加 注意 密切 结合 社会 的 实际 需要 , 并 且 不 只 是 从 现实 
原型 出 发 去 创造 相应 的 数学 模型 ， 而 且 在 一 些 情 况 下 ， 是 为 
了 阅 述 数学 模型 去 创建 现实 “ 头 型 ?7。 所 以 其 数学 模型 更 具有 
典型 性 。 例 如 “大 衔 类 ”中 既 有 徐 上 问题 ， 又 有 十 建 问题 、 天 
文 问题 、 气 象 问题 等 等 。 数 学 模 开 法 起 着 更 重要 的 作用 。 
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1。“ 开 方 作法 本 源 ” 图 是 逻辑 淮 理 的 产物 

杨辉 的 《详解 九 间 算法 (12351 年) 中 载 有 公元 11 世 纪 人 
贾 宪 的 * 开 方 作法 本 源 ? 图 ( 见 图 4.2)。 比 杨辉 稍 后 的 朱 世 杰 ， 
在 其 名 著 ¢ 四 元 玉 鉴 * 中 也 载 有 与 “ 开 方 作法 本 源 ” 图 一 样 的 
“ 古 法 七 这 方 图 ”( 见 图 4.3)， 所 谓 “ 古 法 ”， 至 述 也 应 是 指 痪 


玉 加 旺 半 测 王 


[> 


宪 之 站 。 这 两 个 图 都 是 二 项 展开 式 的 各 项 系数 者 ， 即 


(x+a)°=1 


(XxX+a)!=x+a 
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fe 


《xX oa)?= x +2ax+a’ 
(xX+4)= x +3ax:+30x+a 
《XX+ a)‘=xit+dax + 6ax+ 4asx 十 @4 
(% + 4) = x +5axt+10a x +10asx? 
牛 5atx+as 
(x + 0):=%+60x+15gqx+ 20a% 


+15atx?+ 605x+a® 
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和 用 图 ， 还 可 以 继续 求 下 去 ， 其 规律 是 ， 表 中 间 的 每 一 个 数 
检定 它 户 上 两 数 之 和 。 内 此 ， 实质 上 已 能 得 到 任意 次 数 ; 党 二 

项 式 展开 式 。 国 外 15 世 纪 中 亚 数 学 家 卡 西 (Al-k a shi ) 也 剖 
给 出 二 项 式 定理 系数 表 。 欧洲 人 阿 皮 纳 斯 (Apianus,1527)， 
拱 管 费 尔 (Stifel,1544)、 塔 尔 塔 利 亚 (Tartaglia,1556)、 池 
斯 卡 (Pascal,1654) 等 都 研究 过 这 种 数 表 ， 西 方 称 为 “帕斯卡 

三 角形 ”。 但 这 些 数学 家 都 比 机 宪 晚 许多 年 才 获得 这 一 成 
果 。 

“ 开 方 作法 本 源 图 ”在 数学 中 有 许多 重要 应 用 。 其 中 一 个 
就 是 解 高 次 方程 ， 我 国 古 代称 为 “ 开 方 法 *， 贾 宪 在 此 图 的 车 
础 上， 提出 一 种 解 形 如 x ”= c 的 高 次 方程 的 方法 一 一 “ 增 乘 
开 方 法 ”， 实 际 上 可 以 解 任意 次 的 二 项 高 次 方程 。 

解 疝 次 方程 的 思想 方法 ， 可 以 说 来 自 ¢ 九 童 算术》“ 少 广 * 
疼 的 “开平 方术 、“ 开 立方 术 ”、“ 开 圆 术 ”和 “ 开 立 加 术 ” 等 。 
这 里 平方 是 面积 、 立方 指 体 积 ， 是 由 计算 田地 面积 和 土方 体 
积 而 来 的 ， 就 是 说 ， 有 着 社会 生产 、 生 活 需 要 所 提供 的 现实 

原型 。 由 原型 到 模型 是 我 国 古 代数 学 的 一 种 典型 方法 ， 这 也 
是 我 国 古代 数学 开放 性 思想 体系 的 一 个 特色 。 可 是 ， 这 种 思 
想 方 法 ,经 过 千 余年 的 发 展 ,到 了 宋代 ， 发 生 了 重大 的 变化 。 
数学 的 发 展 不 单纯 依靠 社会 生产 生活 的 实际 需要 ， 也 不 必 
须 现 实 牛 活 提供 现实 的 原型 ， 而 是 从 数学 本 身 的 发 展 需要 出 
发 ， 运 用 抽象 的 逻辑 思维 ， 从 “开平 方术 ”关于 土 风 面积 的 计 : 
算 和 * 开 立方 术 ” 关 于 土方 体积 的 计算 算法 中 引申 出 开 四 次 方 
术 、 开 五 次 方术 、 开 六 次 方术 以 至 开 任意 次 方术 等 等 。 它 超 
出 了 现实 世界 提供 的 二 维 平面 和 三 维 立体 的 现实 原型 ， 从 已 . 
有 的 “开平 方术 ”和 “ 开 立 方术 ”出 发 ， 创造 出 一 般 的 “ 开 方 作 - 
法 本 源 ” 图 ， 即 是 普遍 的 任意 次 方 的 二 项 展开 式 的 各 项 系数 : 
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表 ， 并 依 此 创造 出 解 任意 次 高 次 方程 的 “ 增 乘 开 方法 "， 这 是 
两 项 具有 世界 历史 意义 的 伟大 成 就 ， 而 这 两 项 成 就 的 取得 不 
能 不 说 是 抽象 的 思维 方法 的 产物 。 
2。《 测 罗 海 镜 ? 是 一 部 系统 的 逻辑 推理 的 杰作 
: 测 曾 海 镜 》 (1248 年 ) 是 金 代 数学 家 李 冶 生平 的 得 六 之 
作 。 他 临终 时 对 其 子 说 : “ 吾 生 平 著述 , 死 后 尽 可 燃 去 , 独 < 油 
图 海 镜 》 一 书 ， 虽 九 九 小 数 ， 理 尝 精 思 致 力 于 此 ， 后 此 必 有 
知 者 。 ”DD 他 自称 < 测 圆 海 镜 ?是 推 衍 洞 渊 ^ 九 容 ” 之 说 。 “ 巨 容 ” 
实 与 九 章 算术 》“ 勾 股 ? 章 第 16 题 有 关 , 原 题 是 “ 今 有 分 八 步 ， 
股 十 五 步 ， 癌 勾 中 容 圆 径 几 何 ”。 这 可 能 是 研究 “ 容 风 ”下角 
三 角形 的 内 切 圆 、 旁 切 圆 的 有 关 问 题 ) 的 起 源 。 
《 测 圆 海 镜 ?》 全 书 12 卷 、 共 170 题 ， 都 是 关于 已 知 直 角 三 
角形 三 边 上 各 线段 而 求 内 切 圆 或 旁 切 圆 直径 的 问题 ， 如 书 前 
图 城 图 式 ? 所 示 ( 图 4.4)。 在 这 本 忆 里 ， 李 冶 采 用 了 系统 入 


大 (AY 


赔 城 图 式 


地 -一 一 一 - 
《4B) 夕 民 泉 (YIT) 家 CY 
YQxFP)》 _ 


图 4.4 


加 。 引 自 沫 滨 世 < 此 界 数学 史 漳 编 ?， 第 125 页 。 
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逻 特 推理 的 思想 方法 。 

首先 ， 在 开头 的 “总 率 名 号 "中 李 冶 给 出 了 后 面 要 用 到 的 
各 囊 概 念 的 严格 定义 。 例 如 “天 之 虽 为 通 纺 ,天 之 乾 为 通 股 ， 
蓝 之 地 为 通 勾 ”48 吊 通 弦 、AC 叫 通 股 ，BC 书 通 勾 )、“ 大 
之 日 为 上 高 纺 ”、 4 太 册 上 高 琴 )、“ 日 之 用 为 皇 极 荡 ”CK 入 呆 
只 极 弦 ) 等 ， 后 面 各 部 分 按 萎 义 结合 图 式 来 应 用 这 些 概念 ， 
并 是 说 ， 本 书 中 ， 首 先是 概念 构成 了 一 个 体系 。 

其 次 , 书 中 各 种 推理 都 是 直接 或 间接 依赖 于 勾 股 定理 的 ， 
jo 义 时 就 已 分 别 拒 每 个 有 关 直 角 三 角形 的 三 边 分 别称 为 

、 股 和 续 。 在 紧 搂 着 “总 率 名 号 ”的 “ 今 问 正 数 ” 部 分 ， 又 利 
用 定理 给 出 了 各 有 关 线 段 之 长 ， 给 出 了 这 样 一 些 习 股 
数 ;， (320,600,68);, (256,480,514), (200,375, 425) , (240， 
450,510), (128,24),?72), (12),225,255), (64,120, 136), 
(192,360,408), (89,150,170), (136,255,289), (48,90, 
102), (72,135,153),(16,30,34)。 在 后 面 的 几乎 每 题 中 卷 用 
到 勾 股 定理 ,所 以 色 股 定理 村 本 片 琢 说 共有 证 明 出 发 点 的 “ 公 
理 ” 的 意味 ， 就 是 说 ，< 测 图 海 锐 > 中 的 逻辑 崔 户 是 有 “起 点 ” 
的 。 

紧 到 着 “ 今 问 正 数 ?部 分 的 是 “识别 杂记 ”, 它们 表述 了 “图 
式 ? 中 各 个 线段 之 间 的 一 些 必 然 性 的 关系 ， 例 如 “天 之 于 日 与 
日 二 于 心 同 ， 心 之 于 川 与 川 之 于 地 同 ” -如 司 4.4,4 开 = 天 OO; 
NO = VB)， 相 当 于 关于 图 4.4 中 各 绕 友 光量 关系 的 命题 ， 
在 后 面 的 解 题 过 程 中 ， 常 要 用 到 这 些 命题 ， 并 以 此 为 依 扫 进 
行 锥 演 ， 因 而 ， 这 些 命题 相当 于 逻辑 推理 体系 中 的 定 愉 ， 可 
以 在 解 题 时 应 用 。 虽 然 在 “识别 杂记 ?中 没有 证 明 ， 但 由 冯 股 
定理 和 “ 今 问 正 数 ”不 难 推 得 这 些 定理 ， 例 如 前 一 条 识别 杂 
记 ， 由 “ 今 问 正 煞 ? 知 “ 皇 极 股 二 百 五 十 五 ( 氏 O =255)”， 又 
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知 “ 上 高 弦 二 百 五 十 五 (AK = 255)”; “下 平 统一 百 三 十 六 
(NV B=136)”、“ 皇 极 色 一 百 三 十 六 (NO = 136)”。 所 以 KO 
= 4 了 4K,NO=NB。 所 以 可 以 说 ， 这 些 识别 杂记 是 已 经 “证 
朋 ? 了 的 定理 。 识 别 杂 记 共 分 七 类 692 条 。 就 是 说 * 测 圆 海 镜 > 
中 公理 、 定 理 也 构成 了 基 种 体系 。 

最 后 ， 从 “《 测 圆 海 镜 》 的 选 是 来 看 ，175 道 题 ， 痢 是 已 知 
于 角 三 角形 的 某 些 线段 长 ， 求 其 * 容 融 ” (内 切 较 、 汐 切 圆 或 
圆心 在 某 一 边 上 而 切 于 另 两 边 的 圆 ) 直径 的 ， 问 题 采 用 了 相 
同 的 同和 答 〈 回 圆 直径 多 少 ， 答 240 步 )， 只 是 由 扎 知 条 件 的 
不 同 而 采取 了 不 同 的 解法 。 这 些 问题 虽然 是 以 “应 用 问题 ” 形 
式 出 现 的 ， 实 际 上 却 并 不 是 从 社会 生产 、 生 活 的 实际 中 生来 
的 。 如 卷 信 第 2 题 ，“ 乙 出 东 门 南 行 三 十 步 而 让, 转 队 乾 山东 
行 三 百 二 十 步 ， 望 乙 与 城 参 相 直 ， 问 答 同 前 。” (如 网 4.4， 
乙 出 东 门 由 G 处 向 南 行 30 步 至 M 处 而 立 , 甲 愉 C 处 向 东 行 320 
步 至 互 处 看 见 乙 与 圆 城 边缘 在 一 直线 上 。 和 问 阁 司 前 而 ) 不 是 
现实 生活 中 提出 的 问题 ， 而 是 要 引入 由 “识别 人 杂记 ”推导 出 的 
算法 而 假设 的 问题 。 问 题 的 解法 与 “识别 杂记 ? (定理 ) 有 逻辑 
的 关系 ， 因 此 怎样 假设 题目 不 是 实际 生活 的 需要 而 是 迎 辑 推 
注 的 需要 ， 所 以 * 测 图 海 镜 ? 中 实际 上 给 出 了 一 个 系统 的 思 辑 
推理 体系 。 

这 种 脱离 了 实际 问题 ， 重 视 逻 和 辑 推理 的 思想 是 宋 元 数 学 
思想 的 新 特点 。 李 冶 是 其 代表 之 一 。 李 治 在 * 测 圆 海 镜 ? 的 序 
里 说 ; “ 故 谓 数 为 淮 穷 ， 斯 可 谓 数 为 不 可 穷 ， 斯 不 可 。 何 
则 ? 彼 其 复 竖 之 中 ， 故 有 沼 昭 者 存 。 夫 有 昭 昭 者 其 自然 之 数 
也 ， 非 自然 之 数 其 自然 之 理 也 。 数 -一 出 二 自然 ， 吾 欲 以 力 强 
穷 之 ， 使 隶 首 复生 ， 亦 未 知 如 何 也 已 。” 李 竣 在 这 轩 正 确 邮 
出 了 ，“ 数 ?是 对 客观 存在 (“自然 ") 的 反映 ， 它 在 纷 洒 不 虹 
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《“ 岳 竖 ?) 之 中 自 有 清晰 的 数学 条 理 (* 咖 昭 省 ”) 可 寻 。 这 种 数 
学 条 理 就 是 “自然 之 理 ” 的 反映 ， 他 重视 数学 本 身 的 逻 储 发 
展 ， 由 此 可 见 一 斑 了 。 

3。“ 天 元 术 *、“ 四 元 术 ” 的 思想 方法 

方程 论 的 主要 问题 有 两 个 ， 一 是 方程 的 解 的 存在 问题 ， 
一 是 求 方程 的 解 的 问题 。 而 为 了 利用 方程 解决 实际 问题 或 还 
论 问题 ， 就 必然 会 遇 到 建立 方程 的 问题 。 最 简单 的 方程 是 一 
元 一 次 方程 ， 方 程 论 的 发 展 ， 一 方面 是 变量 增多 ， 产 生 了 线 
性 方程 组 的 ( 解 的 存在 和 求解 ) 问 题 ， 另 一 方面 是 未 知 数 次 数 
增高 ， 产 生 了 一 元 高 次 方程 的 问题 ， 两 者 相 结 合 ， 又 产生 了 
多 元 高 次 方程 组 的 有 关 问题 。 中 国 十 代数 学 中 系统 地 解决 了 
这 些 问 题 ， 线 性 方程 组 的 解 的 存在 和 求解 问题 在 : 九 党 筑 术 ， 
中 泪 解 决 了 ， 是 通过 "方程 术 ? 这 一 算法 构造 性 地 同时 解决 了 
解 的 存在 和 求解 问题 。 宋 代 的 “天 元 术 ? 解决 了 建立 方程 的 问 
题 , “ 正 负 开 方 术 ? 则 以 算法 解决 了 一 元 高 次 方程 的 问题 ,四 
元 术 ” 则 解决 了 多 元 高 次 方程 组 的 有 关 问 题 。 可 见 ， 中 国 古 
人 在 13 世 纪 就 已 建立 了 初 具 规模 的 、 比 较 完整 的 独特 的 古典 
方程 理论 。 

(1)“ 天 元 术 ” 是 一 种 普遍 有 效 的 建立 方程 的 方法 。* 九 
章 算 术 中 是 通过 类 似 现 代 的 矩阵 方法 解决 线性 方程 组 训 题 
的 ， 其 中 用 位 置 关系 来 表示 不 同 的 未 知 数 ( 见 第 二 章 )。 府 代 
王 亲 通 创立 “ 开 带 欠 平 方法 "和 “ 开 带 从 立方 法 "解决 了 三 次 方 
程 的 求解 问题 ， 但 在 筹 算 中 没有 表示 出 未 知 数 ， 更 无 法 显示 、 
出 未 知 数 的 次 数 ， 全 靠 解 方 程 的 人 去 记忆 ， 这 是 十 分 困难 的 
事 ， 并 且 容 易 出 错 ， 更 不 能 表 孙 出 建立 方程 的 一 般 方法 ， 到 
了 灯 代 ， 李 冶 在 < 益 古 演 段 * (1259 年 ) 中 系统 地 论述 了 “天 元 
术 ” 的 思想 方法 ， 解 决 了 建立 方程 的 问题 。 稍 前 ， 秦 九 韶 在 
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《 数 - 闻 蕊 章 ?中 也 提出 “ 立 天 元 一 ”表示 林 知 数 的 方法 “天 元 
术 ” 的 产生 可 能 更 时 一 些 。 据 祖 粘 在 :由 元 事 鉴 y 后 序 中 称 ;， 
“ 料 阳 葛 周 撰 < 益 十 *， 博 陆 李 文 一 撰 * 照 胆 *， 应 泉 石 道 信 所 
¢ 答 经 >、 平 水 刘 汝 错 所 《如 积 释 锁 ;?:， 纤 人 元 裕 细 章 之 ， 后 人 
始 知 有 天 元 也 ? 。 这 些 人 大 约 都 是 12、13 世 纪 时 人 ， 可 见 天 
元 术 产 生 于 12、13 世 纪 之 际 。 李 冶 在 :元 谊 古今 注 卷 三 中 记 
有 :“ 予 至 东平 得 一 算 经 ， 大 概 多 明 如 积 之 术 。 以 十 九 字 识 
其 上 下 层 数 日 ， 位 ， 明 ， 圭 ， 汉 ， 垒 ， 层 ， 高 ， 上 ,天 ， 人 ， 
地 ， 下 ， 低 ， 减 ， 落 ， 逝 ， 泉 ， 瞳 ， 鬼 >。 大 概 是 以 “人 ?” 表 : 
常数 项 ,， “人 ”(x?) 上 九 项 为 天 (x)、 上 (Cx)、…、 仙 (x")， 
“人 ?下 九 项 为 地 (xD 、 下 (x 习 )、…、 鬼 (x ) 等 等 , 李 治 改 
造 了 原来 的 “ 术 ”， 采 用 了 新 记 法 ， 使 “天 元 术 ” 更 加 完善 了 。 

本 治 在 ¢ 益 古 演 段 > 中 改 用 “ 太 ” 表示 常数 项 ， 用 “元 ”表示 
一 次 未 知 数 (x ) 项 ， 在 一 个 筹 式 中 用 “ 太 ” 不 用 “元 ”， 用 “元 ” 
不 用 “ 太 ?。 以 标明 * 元 ?或 “ 太 ?的 项 为 标准 ， 向 上 摆 筹 ， 每 一 
行 表 高 一 次 的 未 知 数 ， 如 图 4.5 所 示 ， 译 成 现代 数学 语言 就 
是 


Y8+T336Xx2 二 4183x+2488320 = 0 


Ee 了 一 由 OO 六 
可 与 l=0 | 三 TOOOO 太 。 


图 4.5 图 4.6 
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Zx*—12C0x+360000= 0 


注意 打上 和 放 划 汐 数 表示 负数 。 所 谓 “ 立 天 元 一 为 某 竺 ”可 
译作 ,“ 设 x 为 菜 数 "。 用 特定 的 文字 符号 表示 任意 的 未 知 
数 ， 并 结合 位 置 关系 表示 出 未 知 数 的 任 痊 次 需 ， 这 就 完全 解 
决 了 一 般 的 代数 方程 的 建立 问题 ， 这 种 方法 县 有 抽象 的 普 六 
的 意义 。 这 与 现代 的 列 方程 钓 思想 方法 是 完全 一 致 的 。 欧 洲 
的 数学 家 们 ， 严 格 地 说 ， 直 到 16、17 算 纪 才 做 到 这 一 点 上 。 
“天 元 术 ” 是 中 国 古代 数学 具有 独创 性 的 成 就 之 一 。 

(2)“ 正 负 开 方术 ? 解决 了 一 元 高 次 方程 的 解 的 存在 和 求 
解 问题 。 它 是 由 页 宪 的 “ 增 乘 开 方 林 ”发 展 而 米 的 , 页 宪 的 “ 增 
乘 开 方术 ? 如 前 述 ， 解 决 了 形 如 x“* = 4 的 二 项 方程 的 求解 问 
题 。 对 一 般 高 次 方程 的 求解 问题 ， 首 先是 刘 益 《12 人 世纪 ) 在 
< 议 古 根源 (已 佚 ) 中 提出 方法 的 。 杨 辉 在 “田亩 比 类 乘除 捷 
法 > 卷 下 引用 了 ¢ 议 古 根源 > 中 的 22 个 问题 ， 其 中 有 一 个 题 为 
四 次 方程 


-5x4+52x3+128x2= 4096 


的 求解 问题 。 这 是 中 国 古代 方程 论 的 一 个 跃进 。 中 国 古人 很 
时 就 解决 了 一 般 二 次 方程 x* + 4x= 忆 (4 有 >0) 的 求解 问 
题 ，7 批 纪 初 王 邦 通 解决 了 三 次 方程 x* + Ax?* + Bx = C4， 
B8B、C > 0) 的 求解 问题 ， 刘 益 已 能 解 一 般 的 代数 方程 ， 除 
常数 项 恒 为 正 外 其 余 各 项 系数 正 负 部 可 ， 这 是 一 项 杰出 的 成 

秦 九 韶 发 展 了 机 宪 、 刘 益 等 人 的 成 果 ， 他 在 数 书 九 童 ; 
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中 系统 地 测 述 了 一 般 高 次 方程 的 数值 解 


法 ， 他 药 安 示 高 次 方程 的 方法 如 图 4.7 所 | 全 
示 ， 利 用 筹 的 位 置 去 示 未 知 数 的 次 数 ， 图 ao 凌 
4.7 所 未 涡 当 于 现代 的 qr 
GoX + OX + + AnX+ a “ 认 | 
-0, 0a-3 廉 | 
. | 各 

他 在 < 数 书 九 章 ? 的 " 遥 度 央 城 " 题 中 ， 建 立 外 | 
并 求解 了 10 次 方程 a 三， 
ao 瀣 i 
xX +IBX+76x 一 864X4 一 

图 4.7 


—11664x*:— 34992= 0 。 


与 刘 益 的 “ 正 负 天 方术 ?一 样 ， 秦 九 帮 的 方法 可 以 解 任 总 沈 品 
次 方程 ， 求 出 其 数值 解 。 其 解法 与 现代 的 霍 纳 法 相近 ， 而 电 
纳 法 是 霍 纳 (Horner) 本 人 在 1819 年 发 表 的 。 秦 九 认 要 早 572 
生 。 在 方程 论 问题 上 ， 贾 宪 、 刘 益 、 素 妃 韶 等 人 表现 出 高 度 
抽象 的 思维 方法 和 高 超 的 解 题 技巧 ， 就 其 普遍 性 和 构造 性 来 
说 也 是 数学 思想 发 展 史 上 的 光辉 成 就 。 

(3 ) “四 元 术 ? 解决 了 四 元 高 次 方程 组 的 求解 问题 ， 把 中 
国 古 代 凡 特 的 方程 理论 推 向 新 的 高 度 。 与 有 力 的 是 元 代数 学 
家 朱 尼 杰 。 他 的 名著 “四 元 玉 鉴 y 吸取 了 “天 元 术 ” 的 思想 方 
法 ， 参 照 了 线性 方程 组 的 用 算 筹 摆 出 的 “矩阵 ?运算 方法 ， 创 
造 出 以 “天 ?、“ 地 ?、“ 人 ”、“ 物 ?表示 四 个 不 同 的 未 知 数 的 加 
元 高 次 方程 组 的 数值 解法 。 在 计算 时 巧妙 地 运用 了 算 筹 的 布 
列 方 法 。* 四 元 玉 鉴 * 给 出 了 布 列 算 筹 的 筹 图 ， 在 该 书 开头 有 
“四 象 细 草 假 令 之 图 ?， 举 了 四 个 例子 ， 分 别 说 明 一 元 方程 、 
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二 一 站 方程 (两 仪 化 元 )、 三 元 方程 (三 才 运 元 ) 和 四 元 方程 (下 
象 会 元 ) 的 布 霖 方法 ， 其 中 四 元 方程 的 布 筹 方法 为 规定 
“大 (表示 常数 项 ) 放 在 筹 图 的 中 央 , “天 元 ?( 未 知 数 之 一 ， 可 
设 为 x) 放 企 * 太 ”的 下 方 ， 从 “大 ”向 下 依次 为 x 、x?，x?， 
… 项 的 系数 ;，“ 太 ”的 左边 为 < 地 元 ”( 另 一 未 知 数 ， 设 为 >》)， 
从 “ 太 ” 向 左 依次 为 ，y*，，… 项 的 系数 ;，“ 太 ”的 右边 六 
“人 元”( 第 三 个 未 知 数 ， 设 为 2 )， 向 右 依次 为 2 ，z?*，z3， 

… 项 系数 ，“ 太 ”的 上 边 为 “ 物 元 "(第 四 个 坟 知 数 ， 设 为 w)， 
疝 依次 为 w，tw，ws，… 项 系数 ， 共 余 的 位 置 为 不 同 玉 知 
数 的 乘积 项 系数 。 在 筹 攻 上 未知 歼 硕 的 表 示 方法 见 图 4.8 ， 
当然 在 实 乐 应 用 中 不 用 未 向 数 而 只 用 其 系数 ， 利 用 位 置 表示 
未 知 数 及 其 次 数 ， 如 图 4.9 所 示 之 筹 图 ， 玫 示 现 代 记 法 的 方 
程 x*+ 4xy+2x*y+ Xiy--2v 一 XxXy*+3xz+8w=0。 不 过 这 
个 筹 图 也 可 以 表示 一 个 多 项 式 ， 到 底 是 方程 还 是 多 项 式 ， 由 
书 中 的 上 下 文 来 确定 。 


yw yw yw ww wz wz: wz 
YW yw yw Ww! wz ws! wz 
yw yw YW Wz WW 


| 

| 

| 了 z 

了 yy 天 2 


ee 
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不 同 的 未 知 数 莹 味 着 开始 了 向 符号 代数 匆 转 化 ， 这 包括 了 村 
数 的 抽象 、 对 文字 的 抽象 、 对 运算 的 抽象 等 一 系列 的 抽象 思 
维 过 程 , 表现 了 中 国 占 代数 学 家 高 度 的 抽象 思维 能 力 , 用 不 同 
的 位 置 表示 不 同 的 术 知 数 是 : 九 章 算 术 ， 就 开始 应 用 了 的 南 老 
入 数学 思想 方法 ， 和 他 治 、 秦 九 部 等 用 不 同位 置 表示 不 同 的 未 
知 数 的 次 数 ， 朱 世 杰 把 两 者 结合 起 来 ， 在 一 个 筹 图 中 利用 位 
中 关系 表示 出 不 同 的 未 知 数 ， 以 及 它们 的 不 同 第 指数 各 不同 
章 乘积 项 ， 这 更 是 抽象 思维 与 形象 思维 的 一 种 巧妙 的 结合 。 
间 到 18 世 纪 ， 欧 洲 的 数学 家 才 开 始 用 不 同 为 符号 表示 不 同 的 
未 知 数 ， 已 晚 了 数 百 年 。 

“四 元 术 * 的 具体 求解 过 程 也 是 抽象 思维 充分 发 展 的 产 
物 ， 采 用 了 十 分 抽象 的 思想 方 靶 和 十 分 巧妙 的 技术 。 从 现在 
的 观点 看 ， 解 多 元 高 次 方程 组 的 关键 就 是 消去 法 的 问题 ， 例 
如 四 元 四 次 方程 组 求解 的 关键 在 于 如 何 消去 三 个 元 ， 以 便 最 
后 得 出 一 个 只 含有 一 个 未 知 数 的 高 次 方程 ， 就 可 以 用 “ 开 方 
术 ” 来 求解 。“ 四 元 术 ” 就 成 功 地 解决 了 这 个 问题 ， 这 是 一 项 
共有 世界 意义 的 成 就 ， 欧 这 人 在 19 世 纪 才 建立 了 完整 的 消去 
理论 ， 伍 他 们 所 研究 的 是 讨论 消去 的 可 能 以 及 一 般 消 去 法 的 
理论 。 在 解决 具体 的 多 元 高 次 方程 组 的 解法 方面 ， 朱 世 杰 的 
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“本 芋 太 "古今 仍 有 一 定 的 参考 价值 。 

4， 纵横 图 ”一 初步 的 组 合 数学 思想 

' 易 经 > 的 数 表 ( 卦 象 ) 中 就 产生 了 十 关 的 组 台数 学 思想 的 
英语 。 汉 代 的 “九宫 图 " ( 见 图 4.10) 是 用 九 个 数字 绷 成 一 个 方 
阵 ， 它 的 各 行 各 列 和 对 角 线 上 的 数字 之 和 都 是 15。 这 是 最 早 


| 4 9 2 
一 一 一 | 
3 15 ;7 了 
-一 一 
8 1 | 6 
图 4.10 


的 狼 横 图 ， 后 世 称 之 为 “党 书 ”"。 对 它 ， 访 来 有 许多 解释 ， 例 

千 合 八卦 的 解 伴 ; 按 ( 辣 易 中 九 为 老 阳 、 六 为 老 阴 ; 七 为 
少 只， 八 为 少 阴 ， 六 加 万 ， 或 七 如 入 好 是 二 ， 因 而 “九宫 图 ” 
各 行 各 列 及 对 角 线 上 数 之 和 娜 是 15 ， 实 乐 上 ， 纵 横 图 涉及 到 
数字 组 合 的 各 促 癌 看， 一 般 地 ， 就 是 指 把 从 1 到 nn: 的 自然 数 
排 成 纵横 备 有 m 个 数 ， 并 县 使 同行 、 同 列 与 同一 对 角 线 上 上 的 
n 个 数 的 和 都 相 泗 的 一 种 方 省 ， 其 中 己 具有 初步 的 组 合 数 学 
思 电 ,宋代 杨 盗 的 < 续 古 摘 奇 算法 ;51275 人 年) 中， 收集 了 20 多 
个 汶 横 贸 ， 包 恬 n = 3 ,4 ,5 ,10 各行 的 纵横 图 ， 还 有 帮 
形 的 从 横 回 。 图 4.11 示 出 两 种 准 横 列 ， 一 种 取 ” =10( 电 "再 
子 司 ”); 一 种 中国 形 辐 ( 叫 “ 装 九 为) 。 百 子 到 各 行列 及 对 
角 线 上 数 之 和 为 ;05。“ 搬 九 图 ”由 1 到 33 排 成 四 个 同心 圆 ， 
9 在 中 心 ， 数 潭 成 四 条 直径 各 直径 上 的 数 之 和 为 147 ， 四 
个 同心 圆 上 的 数 之 和 也 是 147。 本 
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图 4.411 
杨辉 把 纵横 图 作为 数学 研究 内 人 茎 ， 收 入 自己 的 数学 莉 
作 ， 在 数学 思想 的 发 展 上 是 有 重要 意义 的 。 显 然 ， 这 种 浴 模 


图 企 当时 并 没有 实 乐 应 用 的 价 让 ， 是 一 种 纯粹 的 数字 组 合 问 
题 ， 也 可 以 说 是 属于 数学 游戏 的 ， 它 们 是 由 数学 自身 的 发 展 
产生 出 来 的 。 它 们 在 (周易 > 的 初步 数字 组 合 思想 的 基础 上 又 
进一步 地 发 展 ， 可 以 说 具有 了 组 合 数学 的 萌 荣 ， 它 们 也 表明 
了 宋代 数学 家 采用 了 高 度 抽象 的 思想 方法 ， 他 们 在 继承 中 国 
古代 数学 的 开放 的 归纳 体系 ， 人 贯彻 从 实际 到 理论 的 实用 思想 
方法 的 同时 ， 也 发 展 了 抽象 的 逻辑 思维 能 力 ， 从 理论 出 发 探 
索 新 的 数学 规律 ， 因 而 得 以 在 宋 元 之 际 创造 出 一 系列 世界 性 
的 数学 成 果 ， 在 世界 数学 思想 方法 方面 ， 长 期 居于 先进 的 地 
位 。 

5。 招 闫 玉 是 数学 抽象 思维 的 重要 成 果 

中 国 古 代数 学 与 天 文 历 算 有 十 分 密切 的 关系 ， 前 面 指 
出 ， 为 改进 历法 编 算 工作 ， 隋 唐 的 天 文学 家 刘 煌 和 一 行 分 别 
创立 了 等 间距 二 次 内 插 公 冻 和 不 等 间距 二 次 内 插 公 式 。 元 代 
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郭守敬 编 * 授 时 历 ?”， 创 用 三 次 内 插 法 来 推算 日 月 运行 的 速度 
和 位 置 ， 推 进 了 数学 和 天 文 历 算 的 发 展 。 朱 世 杰 对 这 种 插值 
问题 进行 了 进一步 地 深入 研究 ， 在 四 元 玉 鉴 ?中 他 把 当时 在 
高 阶 等 差 数列 方面 的 研究 结果 运用 于 内 插 法 。 在 “如 象 招数 ? 
门 最 后 一 问 朱 世 杰 的 自 注 中 提出 一 个 问题 : “ 依 立方 招 兵 ， 
初 招 方面 三 尺 ， 次 招 方面 转 多 一 尺 …， 今 招 十 五 日 ， 每 人 日 
支 钱 二 百 五 十 文 ， 问 招 兵 及 支 钱 各 儿 何 ”， 解 此 题 时 朱 世 杰 
用 了 高 阶 差 的 概念 ， 列 表 解 释 他 的 作法 ， 
八 ! 2 As A: 
初 日 方面 三 尺 招 33=27 


37 
次 日 ”方面 转 多 一 尺 招 43=61 24 
61 6 
三 日 又 多 一 尺 招 52=125 30 
91 6 
四 日 又 多 一 尺 招 63= 216 36 … 
127 


五 日 又 多 一 尺 : 招 73=343 


朱 世 杰 的 解法 是 ，“ 求 兵 者 ， 今 招 为 上 积 ,又 今 招 减 一 为 其 草 
底子 积 为 二 积 ， 又 今 招 碱 二 为 三 角 底 子 积 为 三 积 ， 又 今 招 减 
三 为 三 角落 一 积 为 下 积 ， 以 各 差 乘 各 积 ， 四 位 并 之 ， 即 招 兵 
数 也 。” 

用 现代 数学 语言 表示 ， 设 a 日 共 招 兵 数 为 1 w )， 则 朱 
世 杰 的 解法 相当 于 公式 


f (mn) =nA! + nn -DA 
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+ on 1) (n-2) A 


+ nn- 1) Cn-2)(n- 3) A 


由 于 朱 世 杰 明 确 指 出 上 式 中 各 项 的 系数 依次 是 一 串 “ 三 角 井 ? 
的 “ 积 ”， 由 此 意 出 发 ， 人 们 可 以 认为 朱 世 杰 已 掌握 了 任意 高 
次 差 的 系数 构成 ， 因 而 已 掌握 了 任意 高 次 的 招 差 靶 一 -插值 
法 了 "。 当 然 ， 这 种 插值 公式 的 用 途 不 仅仅 限于 内 插 法 。 在 
西方 , 最 先 寺 论 插 值 公式 的 是 格雷 及 里 (Gregory,1670 年 )， 
随后 ， 和 牛顿 CNewton) 得 出 了 现在 通称 为 牛顿 插值 公式 的 一 
般 结果 。 和 牛 上 否 插 值 公式 现在 在 数学 上 仍然 有 着 重要 的 应 用 ， 
打 世 杰 的 公式 形式 上 与 牛顿 的 插值 公式 完全 一 致 ， 而 早 于 牛 
顿 300 余年 。 内 播 法 是 中 国 二 代数 学 的 重要 成 就 之 一 。 
值得 注意 的 是 ， 一 次 、 二 次 及 半 次 插值 公式 都 是 在 历法 
编 算 的 直接 应 用 中 产生 的 ， 而 四 次 插值 公式 (或 者 说 ， 任 意 
次 插值 公式 ) 却 是 在 纯 数 学 的 研究 中 产生 的 ， 实 际 上 ， 各 种 
高 阶 等 差 数 列 〈 三 角 壤 即 其 一 种 ) 就 已 经 是 抽象 的 数学 问题 
了 ， 昌 然 它 被 表述 成 某 种 具有 实际 背景 的 “ 拓 积 问 题 *， 而 朱 
世 杰 引入 四 次 插值 公式 的 问题 似乎 仍 带 有 应 用 的 性 质 ， 实 际 
上 涤 更 象 一 种 数学 游戏 一 一 没有 那 种 方式 征兵 的 。 可 以 说 ， 
朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 整个 来 说 都 是 为 解数 学 问题 而 编 出 来 的 
“应 用 题 ?。 就 是 说 ， 四 次 插值 公式 是 纯 数 学 地 得 出 来 的 ， 这 
表明 来 立时 期 ， 数 学 中 的 抽象 思维 已 得 到 相当 的 发 展 ， 采 用 
了 大 量 抽象 的 思想 方法 ， 补充 了 中 国 传 统 数学 思想 方法 在 这 


@ 柱石 然 ， 见 “来 元 数学 史 论 文 香 》， 科 学 出 版 杜 ，1585 和 后 ， 第 193 页。 
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方面 的 缺陷 。 可 惜 的 是 ，< 四 元 玉 鉴 3 发表 (1303 年 ) 后 ， 中 国 


古代 数学 出 现 了 停滞 和 “中 断 ”， 没 有 沿 这 种 新 的 思想 方法 发 
展 下 去 。 
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五 ”中 国 古代 数学 思想 的 
主要 特点 


“人 们 的 社会 存在， 决定 人 们 的 思想 ”"。 从 根本 上 说 ， 中 
国 上 古代 的 数学 思想 方法 ， 也 是 由 中 国 古 代 社会 的 生产 方式 决 
定 的。 中 国 古 代数 学 思想 方法 属于 中 国 古 代 社 会 思想 文化 的 
一 部 分 ， 它 的 主要 特点 还 受制 于 中 国 古 代 的 思维 方式 ， 同 时 
它 又 决定 着 中 国 古 代数 学 的 基本 方式 和 发 展 趋势 。 在 前 几 章 
里 ， 我 们 分 析 了 若干 历史 时 期 的 具有 代表 性 的 数学 思想 方 
法 ， 现 在 我 们 来 概括 地 论述 一 下 中 国 古 代数 学 思想 的 主要 特 
点 。 


5。.1“ 经 世 致 用 ”的 实用 思想 


这 是 中 国 古代 数学 思想 的 典型 特点 之 一 ， 从 < 九 童 算术 > 
到 * 数 书 九 章 ; 都 一 再 表现 出 这 种 实用 思想 。 它 促使 人 们 把 数 
学 应 用 于 社会 生产 、 社 会 生活 的 各 个 领域 。 这 种 实用 思想 反 
映 了 中 国 古代 社会 虑 产 方式 的 需要 ， 同 时 也 是 中 国 古 代 “ 经 
世 致 用 ”思想 的 一 个 组 成 部 分 。 

经 世 致 用 是 中 国 古代 思想 的 一 大 特点 ， 古 人 把 经 纶 天 
下 ， 治 国 济 民 作为 理想 的 目标 。 重 视 的 是 人 际 关系 。 通 常 认 
为 ， 古 代 文化 有 希腊 、 中 东 和 和 中国 三 种 类 型 。 和 希腊 型 文化 注 
重 人 与 自然 的 关系 ， 中 东 型 文化 注意 人 与 神 的 关系 ， 中 国 型 
文化 注重 人 与 人 的 关系 1 。 就 是 这 个 意思 。 
这 种 思想 表现 在 人 生 上 ， 主 要 是 入世 的 、 积 极 的 态度 ， 
QD “中 国 传统 文化 的 特质 和 价值 ?， 地 (中 国 社 会 外 学 ?。1985 年 ， 第 ! 期 。 
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例如 “学 而 优 则 仕 ”， 出 仕 的 目的 在 于 经 世 致 让 ， 这 是 中 国 封 
建 社会 里 儒家 思想 的 原则 之 一 ， 在 中 国 十 代 社 会 里 起 着 长 期 
的 主导 作用 。 

这 种 经 世 致 用 思想 在 认识 上 也 可 称 为 “实用 理性 ”， 指 的 
是 “与 生活 实际 保持 直接 联系 的 实用 理性 ,不 向 纵深 的 抽象 、 
分 析 、 推 理 的 纯 思 辨 方向 发 展 ， 也 不 向 观察 、 归 纳 、 实 验 的 
纯 经 验 论 的 方向 发 展 , 而 是 横向 铺 开 , 向 事物 之 间 相 互 关系 、 
联系 的 整体 把 握 方向 开拓 ?。 ! 就 是 说 , 中 国 古 人 的 思维 与 实 
用 的 东西 的 联系 比较 密切 ， 也 就 是 经 世 致 用 思想 占 主 导 地 
位 。 


在 这 种 思想 影响 下 ， 中 国 古代 数学 通常 表述 为 一 种 开放 
的 归纳 体系 ， 如 < 九 童 算术 > 到 < 数 书 九 章 ;等 的 表述 体系 。 实 
际 上 ， 就 整体 来 党 ，2000 年 来 的 中 国 十 代数 学 ， 对 于 社会 实 
践 是 开放 的 ， 就 是 说 数学 的 发 展 与 社会 实践 紧密 相关 ， 随 着 
社会 实践 的 发 展 ， 数 学 不 断 产生 出 新 的 领域 。 移 秦 时 代 的 社 
会 生活 和 实践 对 数学 的 需要 ， 比 较 集中 地 反映 在 < 九 章 算术 》 
和 * 周 牌 算 经 ?中 。 秦 汉 以 来 ， 社 会 生产 力 不 断 发 展 ， 社 会 生 
活 和 实践 对 数学 提出 更 多 更 高 的 要 求 。 汉 代 刘 歼 在 < 三 统 历 ? 
中 引进 “上 元 积 年 >?， 为 了 计算 ^ 上 元 积 年 ?， 在 孙子 算 经 ,中 
提出 了 “ 物 不 知 数 "问题 ， 后 来 发 展 为 世界 有 名 的 “中 国 剩余 
定理 ”。 到 了 宋代 秦 九 家 创造 了 “大 衍 求 一 术 ”， 系 统 地 完成 
了 一 次 同 余 式 组 的 求解 问题 ， 完 全 解决 了 求 “ 上 元 积 年 "的 实 
际 问题 。 为 了 适 央 实际 测量 的 需要 ， 刘 微 创 立 了 “ 义 股 重 差 
术 ” 和 “出 入 相 补 原理 *， 婚 解决 了 测量 的 计算 方法 ， 又 给 出 
了 理论 上 的 证 明 方法 。 由 于 天 文 计算 和 人 制定 度量 衡 的 标准 量 


QD 地 泽 厚 : 《秦汉 思想 简 议 3》， 载 《中 国 社 会 科学 》，1984 年 ， 第 2 期。 
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器 等 方面 的 实际 需要 ， 祖 部 之 计算 册 有 八 位 有 效 数 字 的 加 周 
素 和 窗 率 ( 祖 率 z= 355) 。 这 些 具有 世界 意义 的 杰出 成 


就 ， 都 与 实用 思想 有 不 可 分 割 的 联系 。 

汉 唐 期 间 的 几 部 数学 名 著 ， 更 能 说 明 这 个 问题 ,: “孙子 
算 经 ;是 普及 等 算 知识 的 书 ， 是 为 了 实际 应 用 数学 的 书 ，< 张 
印 建 算 经 ? 可 以 看 作 * 九 章 算术 的 续集 ，《 五 草 算 经 ， 是 一 部 
关于 管理 方面 的 数学 手册 《五 经 算术 是 为 学 习 或 讲授 任 家 
经 典 的 入 提供 有 关 数 学 解释 的 参考 书 。 为 了 适应 隋唐 间 大 兴 
水 利 、 开 滥 运 河 时 计算 各 种 土方 体积 的 需要 ， 产 生 了 《 缉 十 
算 经 ?。 宋 元 时 代 , 虽 然 人 们 比较 重视 数学 本 身 的 理论 发 展 ， 
但 仍然 十 分 重视 社会 生产 和 生活 的 实践 。 例 如 在 理论 上 取得 
重大 成 就 的 素 九 胡 ， 他 著 * 数 书 九 章 ? 的 81 个 应 用 问题 ， 涉 及 
到 社会 生产 、 生 活 实践 的 各 个 方面 ， 可 以 看 作 是 宋代 社会 生 
活 的 一 个 缩影 。 至 于 明代 以 后 ， 商 业 发 过， 珠算 兴 起 ， 数 学 
的 实用 色彩 更 为 浓厚。 由 此 可 见 ， 实 用 思想 对 中 国 古 代数 学 
的 发 展 产 生 了 重大 的 影响 。 大 致 说 来 ， 有 如 下 几 点 。 

(1) 实 用 思想 主张 以 社会 实践 作为 衡量 数学 理论 的 标准 ， 
因此 ， 中 国 古 人 开创 了 一 种 独特 的 数学 表述 体系 一 一 开放 的 
归纳 体系 。 中 国 古 代 大 多 数 数 学 著述 都 是 以 社会 生产 和 生活 
实践 中 的 问题 为 纲 ， 基 本 按 社 会 生活 领域 进行 分 类 。 这 种 体 
系 延 续 了 1000 多 年 ， 成 为 中 国 二 代数 学 的 一 大 特色 。- 

(2) 社 会 实践 是 产生 和 发 展 社 会 思想 的 基础 , 是 各 门 科学 
发 展 的 根本 动力 。 数 学 也 不 例外 。 重 视 社 会 实践 与 数学 发 展 
相 联系 的 实用 思想 ， 极 大 地 促进 了 中 国 吉 代 数学 的 发 展 ， 取 
得 了 一 系列 光辉 的 成 就 ， 在 相当 长 的 时 期 肉 :. 在 数学 领域 处 
于 世界 的 领先 地 位 。 
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(3) 在 经 此 致 用 的 实用 思想 影响 下 , 数学 受到 中 国 古代 统 
治 阶级 的 重视 ， 先秦 的 笑 家 就 主张 数学 龙 六 之 "之 ， 促进 
了 数学 教育 的 发 展 。 隋 唐 在 中 央 大 学 里 设 “ 算 学 ”， 中 中 到 ， 
也 是 世界 上 最 早 的 官办 数学 专科 学 校 。 唐 至 五 代 科 举 开 设 
“ 明 算 科 ”， 考 数学 中 试 者 亦 可 为 官 ， 这 在 世界 选 官 史 上 也 是 
十 分 独特 的 。 这 两 件 大 事 ， 从 公元 7 世纪 至 公元 12 世 纪 数 百 
年 闻 ， 员 然 时 断 有 时 续 ， 但 却 在 颇 大 的 程度 上 促进 了 数学 教育 
的 普及 、 推 动 了 数学 的 发 展 。 这 对 宋 元 时 期 数学 发 展 高 峰 的 
形成 ， 起 了 重要 的 作用 。 

当然 ， 对 此 也 要 一 分 为 二 ， 实 用 思想 的 一 条 腿 走 路 的 方 
式 ， 影 响 了 中 国 吉 代数 学 中 形成 严格 的 理论 体系 。 甚 至 宋 元 
时 期 初步 产生 的 抽象 的 演绎 推理 的 思想 方法 也 要 采用 “实用 ” 
的 形式 ， 而 对 宋 元 数学 后 的 数学 “中 断 ” ， 实 用 思想 也 是 难 辞 
其 谷 的 。 这 些 都 是 中 国 古 代数 学 实用 思想 的 消极 影响 。 


5.2“ 天 人 相 点 ?的 神秘 思想 


所 谓 神秘 思想 ， 指 的 是 对 数学 的 某 种 神秘 主义 的 观念 。 
例如 ， 把 数字 附会 于 人 带 ， 利 用 数学 来 思 测 人 事 的 体 和 丛 即 暴 
一 种 神秘 思想 。 在 中 国 十 代 ， 数 学 神秘 主义 思想 确实 是 存在 
的 。 | 
这 种 神秘 思想 的 产生 可 追溯 到 < 周易 ，;，< 易 中 用 数 来 点 
人 ， 把 数 与 万 事 万 物 联 系 起 来 ， 使 人 们 通过 数 来 项 油 万 事 万 
物 的 未 来 ， 由 此 产生 了 娄 是 沟通 天 人 之 闻 的 信息 符号 的 观 
念 ， 这 是 数学 神秘 思想 的 一 个 来 源 。 认 为 数学 能 运用 于 “天 
地 之 道 *、“ 神 明之 德 ”及 各 种 人 事 中 是 数学 神秘 思想 的 主要 
表现 形式 。 
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这 种 神秘 思想 在 中 国 古 代 历 来 数学 家 的 数学 观 中 都 有 所 
反映 。 

(1) 赵 严 在 * 周 铂 算 经 ; 字 中 说 ，“ 故 (< 周 目 算 经 ) 能 浆 纶 
天 地 之 道 ， 有 以 见 天 地 之 熙 (所 以 说 * 周 幅 算 经 ?能 覆盖 天 地 
之 道 并 把 它们 联系 起 来 ， 用 它 能 够 探求 天 地 的 秘密 )。 

(2) 刘 徽 在 < 九 闽 算 术 ; 注 文 的 序 中 说 :“ 昔 在 包 辆 氏 始 画 
八卦 ， 以 通 神明 之 德 ， 以 类 万 物 之 情 ， 作 九 九 之 术 以 合 六 芝 
之 变 。”( 远 十 时 伏 闵 氏 就 始 创 八卦 ， 用 它 来 表述 天 道 变化 的 
规律 ， 推 算 万 物 的 规律 ， 并 且 创 造 了 数 和 数 的 运算 来 表述 六 
区 的 变法 ) 

(8) < 孙子 算 经 ; 序 中 说 “ 夫 算 者 , 天 地 之 经 纬 ,群生 之 元 
首 ， 五 常 之 本 未 ， 阴 卫 之 父母 ， 星 展 之 建 号 ， 三 光 之 表 里 ， 
五 行 之 准 平 ， 四 时 之 终 始 ， 万 物 之 祖宗 ， 六 艺 之 岗 纪 。”( 数 
学 是 宇宙 的 常规 ， 众 生 的 元 始 ， 人 伦 的 由 来 ， 阴 阳 的 本 原 ， 
并 且 是 星辰 的 标号 依据 ， 日 、 月 、 昨 的 运行 规律 ， 阴 阳 五 行 


的 运行 准则 ， 一 年 四 季 的 轮换 标志 ， 是 产生 万 物 的 本 原 ， 是 
洲 述 《六 此 > 的 要 点 ) 0 


(4) 王 孝 通 在 “上 * 缉 十 算 经 ? 表 ? 中 说 : “ 臣 逆 九 畴 载 令 ， 
纪 法 著 于 项 伦 ， 六 艺 成 功 ， 数 术 参 与 造化 。 夫 为 故 上 者 司 牧 
岑 首 ， 有 神道 而 设 教 ， 采 能 事 而 经 纶 ， 尽 性 穷 源 莫 重 于 算 ” 
(我 听 说 治国 大 法 终 成 定论 ,是 因为 有 法 规 见 之 于 伦 常 之 中 ; 
< 诗 >、< 书 ;、< 礼 ?、< 易 >、* 乐 >;、< 春 秋 3 六 艺 演 著 成 书 ， 是 
居 为 有 数学 参与 创造 化 育 的 结果 。 做 君王 的 要 统治 百姓 ， 要 
设立 神道 来 教化 群 民 ， 变 住 用 专 能 来 筹划 政事 ， 这 些 事 依据 
本 性 、 追 溯 本 原 ， 没 有 比 数学 更 重要 的 了 。) 加 

(5) 秦 九 韶 在 < 数 书 九 童 ; 序 中 说 ,数学 “大 则 可 以 通 神明 ， 
尊 性 命 ， 小 则 可 以 经 世 务 ， 类 万 物 ， 谍 容 以 浅 近 窒 载 。…… 
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爱 自 河 图 洛 书 间 发 秘 奥 ， 八卦 志 暑 错 综 精微 ， 机 而 至 于 大 全 
皇权 之 用 ， 而 人 事 之 密 无 不 该 ， 鬼 神 二 情 莫 能 览 侈 。…… 要 
其 归 ， 则 数 与 道 非 二 本 也 ”' 从 大 处 说 ， 用 数学 可 以 通 悟 天道 
的 变化 ， 理 解 人 的 性 情 和 运 命 ， 从 小 处 说 ， 用 数学 可 以 筹划 
日 常事 务 ， 区 分 万 事 万 物 ， 怎 能 认为 数学 明 浅 近 的 学 问 呢 。 

… 自 从 黄河 出 图 、 洛 水 出 书 ， 油 发 了 工 充 的 奥秘 而 八卦. 
利 记 畴 则 表述 了 天 意 的 精微 之 处 ， 数 学 艳 * 大 衍 历 9 和 《和 皇 极 
历 * 中 的 应 用 使 其 作用 发 挥 到 顶点 ， 这 时 对 人 人 事 的 变化 无 不 
洁 楚 ， 对 鬼神 之 事 也 能 够 完全 了 解 。…… 落 其 原因 ， 走 因为 
数学 与 天 道 并 不 是 两 回 事 。 

(6) 杨 辉 在 4 日 用 算法 > 序 中 说 ;， “万 物 泊 逃 平 数 ,十 数 也 ， 
先天 地 而 已 存 ， 后 天 地 而 已 立 。 盖 一 而 二 ， 二 而 一 者 也 ” 。 
(世上 一 切 事物 没有 能 离开 数 的 。 数 在 天 地 产生 以 前 就 已 经 : 
存在 了 ， 在 天 地 产生 以 后 就 什么 也 离 不 开 数 了 。 天 地 和 数 是 : 
一 个 事物 的 两 个 方面 ， 它 们 实际 就 是 同一 个 东西 。)》 

从 上 述 可 见 ， 中 国 击 代数 学 中 的 神 秽 思想 是 源远流长 - 
的 ， 特 别 是 许多 著名 的 大 数学 家 的 数学 观 中 都 包含 这 种 思 . 
想 。 因 而 使 之 成 为 中 国 古代 数学 思想 的 一 个 特点 。 

应 该 指出 的 是 ， 由 于 中 国 二 代数 学 具有 与 实践 密切 相 联 : 
系 的 开放 体系 ， 由 于 数学 本 身 具 有 科学 性 由 于 中 国 十 代数 
学 宇都 是 在 天 文 历法 或 手工 业 技术 中 实践 着 的 科学 家 ， 所 以 
中 国 古 代数 学 主要 是 沿 健康 的 方向 发 展 的 ,3 从 数学 名 著 可 以 
看 出 这 一 点 ， 除 了 少数 问题 奉 强 附会 地 涉及 “神秘 性 ”( 如 ¢ 孙 
子 算 经 ?最 后 一 题 “推算 男女 ? 及 “《“ 数 书 九 章 》 第 一 题 “ 著 封 发 
微 ?为 姿 “用 数 四 十 有 畴 ”而 违反 “大 衍 总 数 术 ”的 算法 ) 外 ， 大 
多 是 实际 生活 电 遇 到 的 问题 和 为 引入 数学 结果 而 假设 的 应 

用 题 ， 是 种 学 问题 。 可 以 说 ， 中 国 古 代数 学 是 共有 瞧 物 主义 . 
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传统 的 ， 所 以 取得 了 一 系列 的 光辉 成 就 。 

但 是 毋 用 讳言 ， 数 学 神化 思想 在 中 国 古 代数 学 思想 中 也 
是 一 直 存 在 着 的 。 这 种 神秘 思想 对 数学 的 发 展 起 着 阻碍 作 
用 ， 它 往往 使 数学 钓 方法 和 结论 成 为 无 法 由 实践 来 检验 的 东 
: 丙 ， 因 而 无 法 断定 其 真 假 ， 并 且 还 使 数学 与 人 事 纠 欧 交 错 在 
一 起 ， 使 数学 思想 政治 化 。 由 秦汉 到 宋 元 ， 中 国 直 代数 学 存 
了 相当 大 的 发 展 ， 但 考察 中 国 古代 数学 家 的 数学 观 ， 如 前 引 
文 ， 基 本 上 没有 什么 重大 的 改变 ， 或 多 或 少 地 包含 着 数学 神 
秘 思 想 是 其 原因 之 一 。 数 学 观 的 保守 性 影响 了 数学 思想 的 发 
展 ， 阻 碍 了 中 国 古 代数 学 的 进一步 发 展 ， 这 大 概 也 是 中 国 二 
代 术 能 产生 严格 的 理论 体系 的 一 个 原因 。 更 不 能 否认 的 是 ， 
有 些 数学 上 作出 贡献 的 数学 家 ， 如 刘 坎 、 一 行 等 在 编 算 历法 
持 壬 会 4 周易 ? 中 的 “神圣 的 数 ?， 自 觉 地 散布 数学 神秘 主义 ， 
造成 很 坏 的 影响 。 


5.3 算法 化 、 数 值 化 、 离 散 
化 的 计算 思想 


中 国 古 代 的 数学 著作 ， 大 多 是 以 应 用 问题 集 的 形式 表述 
油 来 的 。 每 一 应 用 问题 都 用 “ 问 ? 与 “ 答 >， 问 中 一 般 给 出 具体 
数据 ， 答 中 也 必得 出 具体 数值 ， 答 其 实 是 把 问 中 的 具体 数据 
代入 由 “ 术 ” 给 出 的 算法 进行 数值 计算 的 结果 ， 从 < 九 章 算 术 > 
到 四 元 斑 鉴 >?， 一 直 保 持 着 这 一 特色 。 :这 反观 了 中 国 古 代 的 
一 种 极其 深刻 的 数学 思想 一 一 算法 化 和 数值 化 的 计算 轧 包 。 

1。 算法 化 思想 

算法 化 是 中 国 古 代数 学 思想 的 重要 特点 之 一 ， 算 法 化 思 
. 想 本 身 就 是 中 国 古 代 极 其 重要 的 数学 思想 。 中 国 古 代 的 数学 
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洲 壕 ， 基 本 上 是 以 算法 为 主要 内 容 的 。 这 种 思想 进一步 发 展 
的 结 果 ， 使 中 国 二 代数 学 产生 了 独特 的 发 展 方式 ， 各 种 成 果 
无 全 与 算法 相 联 系 着 。 前 几 章 我 们 举 出 了 不 少 算 法 为 例 ， 并 
指出 也 读 算 法 取得 的 数学 成 就 ， 这 里 列表 ( 表 5.1) 汇 总 。 

这 些 算法 都 取得 了 具有 世界 历史 意义 的 重大 成 就 。 算 靶 
化 思想 就 是 要 得 出 直接 可 以 计算 的 结构 和 程 言 ， 为 此 ， 其 一 
是 要 求 数值 化 ， 其 二 是 要 求 有 -种 “机 械 式 * 的 计算 步 又 ， 并 
且 一 定 是 “能 行 性 ?的 步 又 才 行 。 在 算法 化 思想 指导 下 ， 中 国 
十 代 数学 中 实现 了 这 两 个 要 求 ,，“ 术 ”如 前 面 的 分 析 ， 就 是 一 
个 有 有 “能 行 性 "的 机 械 式 的 计算 程序 ， 同 时 也 实现 了 数值 化 。 

2。 数值 化 、 离 散 化 的 思想 

中 国人 是 世界 上 最 早 采用 十 进位 值 制 记 数 法 的 ， 如 第 一 
剖 所 途 ， 在 般 代 就 已 创建 了 它 。 中 国 十 人 一 直 是 长 于 数值 计 
等 的， 中 国 古代 数学 是 一 种 离散 数学 。 在 解决 实际 问题 的 计 
算 中 ， 很 里 就 提出 了 负数 ， 战 国 李 悍 (公元 前 5 世纪 ) 说 “下 
人 终 岁 用 千 五 百 ， 不 足 四 百 五 十 。” 居 延 汉 简 有 “ 负 四 算 ， 
得 七 算 ， 相 除 得 三 算 。”* 九 章 算术 ,中 已 提出 <“ 正 负 术 > ， 规 
定 了 正 负数 的 加 减 运算 。 刘 徽 更 明确 证 出 ， 用 不 同色 的 算 敌 
来 分 别 表示 正 负数 ， 他 用 红 筹 表 正 数 ， 黑 筹 天 负数 ， 或 用 斜 
这 的 筹 表 负 数 ， 正 放 的 筹 表 正 数 。 印 度 人 7 世纪 提出 负数 运 
算法 则 ， 欧 洲 一 些 入 直到 15、16 世 纪 还 不 接受 负数 。 杰 出 的 
数学 家 帕斯卡 认为 0 碱 去 4 是 无 音义 的 。 在 < 儿童 算术 } 中 还 
明确 地 规定 了 分 数 的 寻 则 运算 ， 欧 朔 人 则 于 无 父 值 制 的 记 数 
革 ， 分 数 运算 长 期 落后 ， 直 至 印度 -阿拉 伯 数 字 传 人 才 有 所 
改变 。 ‘Sn 

在 数学 的 发 展 中 ， 中 国 古 人 习惯 于 把 问题 数 信 化 、 离 散 
化 ， 利 用 具体 的 数值 计算 来 解决 一 系列 复杂 的 应 用 问题 或 理 
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论 问题 ， 如 前 面 所 分 析 的 ， 关 于 几何 图 形 的 许多 问题 在 中国 
古代 也 是 转化 为 离散 的 数值 问题 计算 求解 的 。 这 种 数值 化 、 
离散 化 的 思想 与 中 国 数学 中 一 直 出 色 地 使 用 数学 工具 一 - 算 
筹 一 -有 直接 的 关系 ， 可 以 说 数值 化 、 离 散 化 的 思想 在 算 筹 
的 使 用 中 得 到 发 展 和 巩固 。 

让 于 数值 化 思想 ， 一 般 地 ， 中 国 古 代数 学 中 缺乏 严 赂 的 
演绎 论证 。 人 而且 对 有 理 数 和 无 理 数 同样 看 待 ， 在 开 方 不 尽 时 
利用 十 壕 小 数 近 似 地 表示 之 ， 并 不 会 发 生 古 希腊 邢 样 的 无 理 
数 乍 机 ， 币 数值 化 的 思想 使 中 国 二 人 在 世界 上 最 时 创 用 了 十 
进 小 数 ， 刘 徽 兽 指 出 ， 尺 、 计 、 分 、 厘 、 毫 、 秒 、 名 ， 上 个 
长 度 单位 ， 忽 以 下 称 “ 微 数 ”。“ 微 数 无 名 性 以 为 分 了 ， 以 10 
为 分 母 "。 这 就 是 十 进 小 数 了 ， 欧 洲 人 则 在 16 世 纪 才 研究 小 
数 ， 相 去 已 经 上 千年 了 。 

数值 化 思想 还 促使 中 国 古人 在 方程 论 中 创造 出 许多 光辉 
的 成 就 。 数 值 化 和 算法 化 是 分 不 开 ， 间 进行 数值 计算 必须 有 
算法 ， 算 法 的 实施 则 依赖 于 数值 。 它 们 是 相辅相成 的 ， 统 -~ 
于 中 国 古 代数 学 的 计算 思想 。 

算法 化 和 数值 化 、 离 散 化 的 计算 思想 与 数学 实用 思想 有 
直接 的 联系 ， 正 是 把 数学 应 用 到 社会 生产 及 生活 的 各 个 领域 
才 引 起 了 对 数值 化 和 计算 机 械 化 的 要 求 ， 才 促使 了 对 算法 的 
研究 并 得 出 算法 来 。 

算法 化 和 数值 化 、 离 散 化 的 计算 思想 重视 的 是 构造 出 可 
利用 算 筹 计算 的 算法 ， 并 不 需要 探讨 这 种 算法 所 依据 的 数学 
原理 ， 因 而 一 般 地 ， 中 国 古 代数 学 倾向 于 回答 “怎样 求 出 结 
果 ”" 和 “结果 是 什么 ”的 问题 而 不 回答 “为 什么 这 样 作 ” 的 问题 ， 
虽然 算法 达到 相当 高 明 的 程度 ， 但 对 有 关 的 数学 原理 缺乏 探 
守 。 这 在 一 定 程度 上 也 影响 了 严格 理论 体系 的 建立 。 不 过 ， 
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从 男 一 个 角 谋 来 否 ， 算 法 化 和 数值 化 、 离 获 化 的 计 鼻 思想 不 
仅 是 中 国 古 代数 党 取得 若干 具有 尼 界 历史 意义 的 光辉 成 就 ， 
而 且说 供 了 一 种 用 计算 方法 来 解决 问题 的 思想 和 能力。 这 种 
思想 了 能 方 在 近代 ， 特 别 是 现代 数学 中 得 到 长 足 的 发 展 ， 计 
算 方 法 已 成 为 一 种 重要 的 一 般 科 学 方法 。 


5。4 朴素 的 辩证 思想 


王国 古代 哲学 中 淳 证 思想 极为 丰富 ， 在 方法 论 上 ， 兴 证 
逻辑 方法 占有 重要 的 其 至 主要 的 地位 。 这 种 思想 方法 在 数学 
中 也 得 到 反映 ， 可 以 说 ， 数 学 中 的 辩证 思想 也 就 是 中 国 十 代 
辩证 思想 的 一 个 组 成 部 分 。 

我 们 在 本 书 第 一 章 举 出 的 * 庄 了 > 中 的 锯 限 思想 ， 第 三 党 
中 举 出 的 刘 徽 “ 割 圆 术 ? 的 思想 就 是 极其 典型 的 朴素 的 数学 办 
证 思 忽 。* 九 章 算术 中 引入 负数 及 负数 运算 ( 正 负 术 ”), 对 开 
方 不 尽数 的 处 理 (“ 开 平方 术 ”) 等 也 体现 了 深刻 的 辩证 思想 。 

刘 徽 提出 的 “出 入 相 补 原理 "表现 了 一 种 以 实 补 虚 、 虚 实 
结合 的 朴素 的 辩证 方法 ， 赵 爽 的 “ 匀 股 纺 方 图 ? 则 是 一 种 数 和 
形 辩 证 结合 的 体现 。 刘 徽 在 对 * 九 章 算术 闪 商 功 ? 章 的 注解 中 
把 立体 的 体积 计算 问题 ， 通 过 长 方 体 的 体积 公式 来 求 ， 而 长 
方 作风 进一步 分 解 为 两 个 “ 暂 霸 ?， 再 把 “ 奴 塔 " 斜 章 为 二 ， 得 
一 个 “ 阳 马 ”和 一 个 “ 刺 腾 " 、 分 解 过 程 见 图 5.1 。 这 样 ， 刘 徽 
得 出 “ 阳 马 ”的 体积 是 * 鉴 腾 ” 体 积 的 二 倍 的 结论 。 而 任意 四 面 
体 可 以 分 割 为 六 个 “和 鉴 瞄 ” ， 显 然 这 样 可 以 解决 相当 多 的 多 面 
体 的 体积 计算 问题 。 这 种 化 整 为 零 ， 再 由 零 求 整 的 思想 也 是 


国光 廉 : 《计算 一 新 的 第 三 种 科学 方法 》， 载 《百科 知识 ,1985 年 ,第 5 期 。 | 
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一 种 辩证 思想 ， 浊 徽 在 解决 体积 计算 问题 时 还 再 一 次 出 色 地 
应 用 了 概 限 的 ， 说 明 他 相当 成 功 地 把 担 了 有 限 和 无 限 的 
辩证 转化 思想 。 

中 国 古代 数学 的 朴素 的 辩证 思 也 ， 使 中 国 古 人 能 从 整体 
上 、 从 关系 和 关联 中 把 所 数学 的 对 象 。 许 多 数学 成 就 是 得 益 
于 这 种 辩证 思想 的 。 … 


5.5 正统 思想 


对 比 中 国 吉 代 各 个 时 期 的 数学 著作 ， 不 难 发 现 它们 在 形 
式 和 体例 方面 的 坞 同性， 这 种 趋同 性 反映 了 数学 思想 上 的 保 
守 人 性 ， 而 这 种 保守 性 则 表 喝 弗 数 学 思想 上 具有 某 种 正统 观 ， 
念 ， 这 种 观念 具有 一 定 的 支配 地 位 ， 在 2000 多 年 封建 社会 的 
数学 发 展 中 起 着 重要 的 作用 ， 使 数学 著作 的 形式 和 体例 保持 
不 变 ,并 对 数学 内 容 产生 深刻 的 影响 。 我 们 称 这 种 观念 为 “ 正 
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统 思 想 ?， 它 也 的 确 体现 了 中 国 封建 社会 的 儒家 正统 观念 

< 九 章 算 术 > 为 中 国 古 代数 学 著作 提供 了 一 个 示范 ， 如 前 
章 所 述 ， 后 来 的 数学 著作 在 体系 、 内 容 、 方 法 上 都 继承 发 展 
了 < 九 章 算术 * 这 一 个 示范 ， 对 中 国 天 代数 学 的 发 展 起 了 重要 
的 作用 。 这 是 正统 思想 的 积极 作用 。 但 是 当 这 种 示范 成 为 不 
可 变易 的 信条 (例如 达到 锯 家 经 典 的 程度 ) 时 ， 就 庆生 了 镑 大 
的 消 积 作用 。 

了 着 数 和 的 用 展 和 人 的 和 的 所 诗 ， 一 个 必 外 的 风势 
数学 要 向 更 高 的 层次 发 展 ， 它 能 够 取得 超越 当时 社会 实践 需 
要 的 比较 抽象 的 成 果 。 中 国内 代数 学 确实 也 曾 达 到 了 这 种 高 
广 抽 象 的 发 展 层次 ， 在 宋 元 数 党 中， 如 前 章 所 述 ， 这 种 成 果 
更 多 一 些 。 但 是 这 些 高 度 抽 象 的 结果 只 是 以 “应 用 问题 的 形 
式 表 现 出 来 ， 不 能 不 说 是 因为 正统 思想 的 消 积 影响 。 不 过 这 
时 由 于 成 果 超越 了 当时 的 实践 ， 所 以 这 些 “ 应 用 问题 ?已 不 是 
从 实践 中 来 的 ， 而 是 由 于 高 度 抽 象 的 数学 肉 容 (算法 形式 的 
成 果 ) 的 需要 而 编造 出 米 的 “应 用 问题 "。 如 秦 九 衣 的 < 数 书 九 
章 ， 中 的 “ 遥 度 圆 城 ? 题 就 是 为 了 建立 一 个 10 次 的 数字 系数 的 
方程 而 构造 出 来 的 “应 用 问题 *?， 从 正统 的 ^ 问 ”、“ 答 >、“ 太 ” 
的 表述 形式 来 说 ， 只 有 这 样 才能 引出 他 的 高 次 方程 的 数值 解 
法 。 而 由 于 当时 的 生产 水 平 ， 很 难 找 出 希 要 商 次 方程 解决 的 
实际 问题 ， 有 人 指出 ， 只 是 在 «授时 历 (1280 年 ) 的 推算 过 程 
中 应 用 过 四 次 方程 , “此 外 也 就 很 难 再 找到 其 也 有 实际 意义 
的 例题 是 需要 四 次 或 四 次 以 上 方程 了 ”1 。 因 此 只 好 “编造 ” 
一 个 “应 用 问题 ? ， 由 于 编 得 不 太 好 一 一 “ 遥 度 圆 城 ? 题 不 是 必 
用 10 次 方程 求解 的 ， 实 际 上 ， 用 3 次 方程 就 能 解 一 一 因此 


全 二 宝玉 等 ，《 宋 元 数学 史 论 文集， 第 7 页 。 
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引起 了 许多 非议 和 争论 。1 

那么 ， 一 个 很 自然 的 问题 就 是 ， 为 什么 不 直接 写 出 一 个 
10 次 方程 来 研究 解法 ， 非 要 编 出 一 个 “应 用 ? 题 来 呢 ? 这 就 是 
正统 思 盟 在 作怪 。 并 不 只 是 秦 九 韶 一 人 如 此 ， 李 冶 的 “ 测 疼 
海 镜 。 也 是 这 样 ， 其 中 170 题 部 是 以 各 种 “应 用 ”的 形式 出 现 
的 ， 得 是 人 们 认为 ， 其 中 心 探讨 的 “天 元 术 *，“ 只 是 在 沙 克 
什 的 : 河 防 通 议 ?(1321 年 ) 中 看 到 它 在 水 利 方面 的 实际 应 用 ， 
但 也 只 二 次 方程 ， 并 且 是 仅见 的 孤 例 ?及 ， 但 是 李 治 因 受 正 
统 思 钥 的 影响 , 却 一 定 要 采用 实用 问题 的 形式 。 朱 世 杰 的 + 四 
元 玉 鉴 、 岂 如 此 。 这 种 正统 思想 可 能 也 是 阻碍 宋 元 高 度 抽象 
的 数学 思想 顺利 发 展 的 原因 之 一 吧 ， 

总 之 ， 中 国 古 代数 学 思想 的 体系 独特 、 内 容 丰 富 、 特 点 
鲜明 ， 是 中 国 古代 文化 中 的 一 颗 光 彩 的 明珠 。 中 国 古 代数 学 
思想 促进 了 中 国 古 代数 学 的 长 足 发 展 ， 取 得 了 一 系列 世界 性 
的 光辉 成 就 ， 并 成 为 现代 数学 思想 的 主要 源泉 之 一 。 让 我 们 
本 着 辩证 唯物 主义 和 历史 唯物 证 义 的 观点 和 方法 ， 结 售 我 国 
的 实际 情况 分 析 我 国 古代 数学 思想 方法 的 积极 因素 和 消极 四 
素 ， 继 永和 发 展 我 国 古 代数 学 思想 方法 中 的 积极 因素 ， 批 状 
和 克服 它 的 消极 因素， 如 循 * 古 为 今 用 ”的 原则 ， 让 它 为 建设 
具有 中 国 特 色 的 社会 主义 作出 应 有 的 贡献 。 


i 钱 宝 玉 等 ，: 宁 元 数学 史 论 文集 ;，85 页 。 
之 ” 同 前 ，?7 资 。 . : 
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出 景 


中 国 古 代数 学 


思想 方法 大 事 年 表 


年 代 


大 事 记 


”70 一 20 必 年 前 


10 万 年 前 
2 万 年 前 


6 于 年 前 


公元 前 '400 年 
一 前 900 年 


公元 前 1100 年 


| 北京 大 出 加 出 证 坡 奖 玖 省 句 


许 家 窗 人 制 起 岂 六 小 不 等 的 石 球 于 从 个 


山顶 洞 人 制造 出 宇 体 圆 柱 形 的 册 生 各 志 缺口 
的 骨 管 

名 闫 并 做 中 和 陶器 和 响 文 中 已 有 训 二 生效 和 
避 汉 其 该 宇 象 赞 记 伏 义 氏 “ 画 封 汪 浊 ? 


《 世 本 ? 载 ， 黄 帝 命 “ 圾 卫 作 算数 ? 

< 尸 子 ? 载 ， 黄 帝 命 伍 1 出 造 规 、 和 给、 下 副 
史记 > 载 ， 帝 莞 命 施 和 " 考 计 明显 号、 也 有 
历数 之 法 

暴 估 围 表 文 中 已 有 比较 完整 的 于 进 它 所 抽 沁 
数 法 


股 周 的 甲骨 文 、 念 文 各 陶文 中 都 己 而 易 ? 
中 所 记录 的 " 填 象 ”一 一 数字 曾 ， 这 点 最 沿江 
的 数字 组 台 思 想 。 


《 周 牌 算 经 》 载 ， 

例 ，3 ，4，5 

< 周 体 算 经 载 ， 陈 子 提出 一 般 的 名 版- 理 

向 载 数学 为 小 学 教育 的 “六 艺 ” ( 礼 ， 
、 御 数 ) 之 一 


小 8 » » 


:和夫 中 规定 了 数学 中 若干 基本 梯 人 的! 


“ 老 了 ?中 已 说 明黄 筹 作 鹤 计 吉 开县 ;。 已 比 
曾 遍 地 使 用 了 。 这 是 中 国 十 代 独 多 的 ! 
较 先 进 的 计算 工 忆 ， 信用 守信 人 全 


“时 经 ;、‘ 管 子 * 中 都 有 关于 分 数 


高 提出 勾 股 数 的 一 个 特 


七 较 
较 


队员 


! 李 悍 的 * 法 经 )、“ 居 再 汉 简 ? 帮 有 了 关于 负 昭 
; 的 记载 


‘ 周 铂 算 经 ;在 天 文 计算 中 应 用 了 分 数 运 竺 ， 
一 次 播 值 法 ， 发 每 股 测量 术 


《 九 剖 算术 成 书 ， 它 商定 人 关 表 

述 体 系 ， 主 要 内 容 和 构成 方法 上 的 主要 特 

局 和 兴 取 从 攻 鸭 二。 全 如， 
线性 方程 组 的 建立 和 求解 ， 使 用 了 发 似 

"贺信 起 性 福 程 组 系数 “和 锁 阵 进行 六 换 

的 求解 方法 

(2) 负数 及 其 加 减 运算 

(3 ) 王 方术 (开平 方 及 开 立 方法 ) 

(4 ) 提 点 丰 条 方程 及 其 解法 给 出 朋 当 多 的 


一 


勾 股 
(5 ) 大 晤 使 用 数学 借 型 法 ， 系 统 地 给 纪 春 往 
为 上 氏 的 可 让 可 计算 的 算法 


< 大 戴 礼 ? 记 稍 ， 发 现 * 九 富 图 "?， 赤 型 了 初步 
的 组 仿 数 学 包 相 


刘 微 注 ¢ 九 章 算术 ，， 继 承 了 « 几 章 算术 > 的 传 
统 ， 并 开创 了 定义 和 证 明 ， 在 数学 方法 和 数 
学 理论 上 贡献 很 多 。 

(1 ) 创 立 * 割 国术 ?， 在 数学 中 应 用 也 忆 昌 


(2 ) 提 出 “出 入 相 补 原理 ?， 成 为 中 国 贞 代数 
学 证 明 的 基本 思想 和 方法 之 一 

( 3 ) 著 (海岛 算 经 ， 发 展 重 差 术 

( 4 ) 创 用 十 进 小 数 ， 并 用 其 守 示 “ 开 方 不 尽 


数 ”。 
(5 ) 采 用 “图 验 法 ?和 * 蒜 ( 棋 ， 合 型 ) 验 法 ?分 
析 某 些 算法 ， 
(6 ) 提 出 “ 护 合 方 盖 ? 的 概念 ， 指 出 解决 球体 
积 的 正确 还 径 1 
(7 水电 画 届 率 fF= -3.4 及 r= 


公元 462 年 


人 多 元 5 一 6 二 纪 


SR 


So 


《孙子 算 经 ?成 蔬 ， 盖 述 了 算 筹 的 用 法 2 
了 数学 的 一 次 同 余 式 组 的 求解 问题 ， 拓 3 

了 一 个 特 解 和 特殊 解法 ， 提 出 了 “各国 可 
定理 ” 的 门 题 。 


< 隋 书 > 记载， 祖冲之 在 罚 周 率 计算 十 取 学 两 


;项 重大 成 果 ， 
(1)3.1415926<x <3.1415927 
到 355 
乡 = << = 05 
(2) 约 率 R= 密 率 r 113 


率 沪 风 注 《 几 章 算术 时 指出 ， 外 本 缂 采风 


微 的 方法 ， 解 决 了 圆 体积 的 计算 问题 ， 综 出 

= 二 ds 提出 “祖上 噶 原 理 ? ，《 卫 并 迷 算 
经 ?成 书 ， 所 “页 鸡 问题 即 三 元 -一生 代 定 
方程 及 其 


“和 皇 极 历 ? 颁 布 ， 刘 粘 提 出 等 间距 二 次 内 后 法 


" 百 官 志 ? 载 ， 国 子 寺 ( 国 立 大 学 ) . 
数 关 所 各 这 是 地 界 上 有 时 的 数 人 i 
， 唐 代 、 宋 代 也 继续 开设 


2 成书， 解决 了 实践 中 提出 的 三 次 
站 问题 


7 载 , 店 代 科 举 设 “ 明 算 于 7， 
制 | 就 对 少 持续 到 公元 930 


学 信 杭 定 ¢ 而 伯 算 经 >、e 党 往 
五 草 算 经 》、 得 保 内 算 


>、« 孙 十 算 经 >、 
经 、 人 《海岛 算 经 )、“ 五 经 算 
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附录 


a 


大 事 证 


公元 1280 年 


5 算 经 ?十 部 算 经 为 课本 ， 
”oe 直人 
i 林 ? 品 从 ， 


3 


之 以 一 六 入 中 于 的 实 
章 估 条 凡 < 数 本 i 记 遗 
流传 至 今 。 . 


人 大 衡 历 ?人 一 行 创立 不 等 间距 二 次 内 播 
法 ,一 行 还 领导 实测 了 地 球 子午 线 一 度 之 长 ， 
得 123 。 ey 站 时 比 现 测 值 多 11 公 里 ， 在 世界 
上 为 第 一 次 。 


杨辉 < 黄帝 九 章 算法 细 草 记述， 贾 完 剑 “ 开 
方 作法 本 源 图 ” , 即 二 项 展开 式 杀 数 友 ; ,A 评 
出 解 任意 次 二 项 方程 的 “ 增 肝 于 方术 。 


沈 括 提 < 下 记 笔 次 ?， 创 * 随 积 人 ”>、“ 会 殉 全 
等 表述 了 初步 的 运筹 思想 


秦 九 韶 k 数 书 九 章 ? 成 书 ， 系 统 解决 了 
(1 ) 下 次 同 余 式 组 的 一 般 解法 (“大 舍 求 一 


术 ”) 
(2 ) 坟 元 高 次 方程 的 束 什 解法 (“ 正 负 开 方 
这 两 项 成 就 都 早 于 西方 同类 成 果 500 多 年 


李 冶 « 测 圆 海 镜 ? 成 书 。 提 出 “天 元 术 ”( 设 术 
知 数 解 方程 的 理论 )。 这 是 一 部 重视 还 辑 推 
理 的 杰作 ， 发 展 了 抽象 方法 


《详解 九 章 算法 成书， 杨辉 第 一 次 按 计 算 方 
法 和 过手 关 委 重新 划分 * 九 章 算 术 * 的 问题 ， 
是 按 数 末 身 进 咎 分 类 的 第 一 本 书 ， 研 究 了 
各 种 纵横 图 ， 发 展 了 初步 的 组 合 数 学 妨 想 ， 


通 太 页: 世 书 ,给 是“ 九 昌 。 
Dy 
Ee 


《授时 历 ?颁布 ， 王 均 ， 郭 守 敬 创 三 次 内 插 法 


_ -= 二 2 


机 | 
公元 1303 年 | «四 元 玉 鉴 3 成书， 开创 * 匹 区 人， 其 
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